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Uvod

Geometria je jednym z najstarSich odvetvi matematiky, ktoré sa zaobera hlavne polohovymi a metrickymi vztahmi medzi
rdznymi Gtvarmi a ich transforméciami. Stidium geometrie sa opiera o axiomaticky systém zavedeny Euklidom u? pred
viac ako dve tisic rokmi. Euklidov ,Zaklady“ eSte aj dnes povazujeme za fundamentalnu ucebnicu geometrie. Zaciatkom
21. storodia vo velkom rozsahu zaéinaju prenikat do vsetkych oblasti vzdeldavania nové technické informacné a
komunikacné prostriedky (IKT), ktoré umoziuju tento proces vyrazne zefektiviiovat.

Nasa praca ,Interaktivna geometria“ reaguje na nové trendy prenikania IKT do matematického vzdeldvania.
Vychodiskovym cielom bolo vytvorenie dynamického a interaktivneho elektronického studijného materidlu v systéme
LMS Moodle, ktory Citatelovi privetivou ale zaroven jasnou formou priblizuje zaklady planimetrie. Pri kreovani aktivity
»Elektronickd kniha“ v systéme Moodle sme vo vyznamnej miere vyuZili kompatibilnost systému Moodle a programu
GeoGebra. Obidva tieto softvérové produkty su volne Siritelné a ich pouZivanie zaznamendava v poslednom obdobi

vyrazny ndrast.

Pri tvorbe nasej e-knihy sme mali na zreteli predovsetkym zasadu primeranosti a nazornosti, ktord sme sa snazili
dosiahnut vnorenim dynamickych appletov do textu. VSetky textové ako aj interaktivne Casti si umiestnené vo volne
dostupnom elektronickom kurze v systéme Moodle. Nami navrhnuty graficky a dynamicky obsah stranok kurzu bol
motivovany znamym psychologickym tvrdenim, Ze na primerané zmeny v obrazovych scénach mozog reaguje velmi rychlo
a efektivne. Zaroven sme striktne dodrziavali tri zasady:
1. Ak chceme dosiahnut vyssiu efektivnost vo vyuZivani mozgovej kapacity, je vhodné pri odovzdéavani informacii vo
vacsej miere vyuzivat dynamickd obrazovd formu.
2. Na druhej strane je nutné mat na zreteli, Ze neprimerané zvysovanie frekvencie zmien spomaluje odozvu u divaka.

3. Zmena farby musi zvyraziiovat zmenu reldcie, nie plochy.

Kurz sme podrobili niekolkondasobnym iterdcidm metéddou DBR. Jeho konecnd verzia je volhe dostupna na stranke

https://Ims.umb.sk/course/view.php?id=6691.

"Vzdeldvanie je zloZity proces, ktorého kvalita a efektivnost zavisi nielen od obsahu vzdelavania ale aj od foriem a metdd
pouzitych v tomto procese." Pozrite v [Zil 2013]. Zefektivnit vzdeldvanie je naro¢na uloha, pretoZze mnozstvo informacii
neustdle narastd a casovy interval na ich spracovanie je konstantny, dokonca v niektorych pripadoch (napr. pri
matematickej priprave na zakladnych strednych skolach) aj zmensujuci sa. Viaceré vyskumy preukazali, Ze vhodna
integrdacia IKT do vzdelavacieho procesu v matematike, najma vyuzitie ich vyhod oproti klasickym u¢ebnym materialom,

mébze zvysit jeho efektivnost.


https://lms.umb.sk/course/view.php?id=6691

Historické poznamky

Slovo geometria pochddza z gréckeho vyrazu hé gé metedn, ¢o znamenda vymeriavanie pozemkov pomocou lan. Pozri

pracu [SED]. Matematika ako veda vznikla v Grécku priblizne v obdobi 6. - 5. st. pred n. I

Zaklady geometrie nachadzame u? v Babylone, Egypte, Indii a Cine. Velky rozmach zaznamenala grécka matematika. K
zasadnému pokroku v rozvoji geometrie prispeli vyznamni grécki matematici Thales, Pytagoras a Euklides. Euklidove
Zaklady moézeme povazovat za zéklady planimetrie, stereometrie a geometrickej algebry. Uvedieme ukdzku rieenia ulohy
0 vypocte obsahu rovnoramenného trojuholnika z obdobia mezopotamskej rise. Pripominame, Ze matematika tohto

obdobia pouzivala Sestdesiatkovu ¢iselnd sustavu.

Uloha. (Babylon)
Je dany trojuholnik so stranami: (1,40) dizka kazdej z dvoch stran, (2,20) &irka. Aka je plocha?

Obsah trojuholnika v Babylone podla starobabylonskej tabulky YBC 8633, na ktorej je klinovym pismom vyryty postup

rieSenia ulohy na vypocet obsahu rovnoramenného trojuholnika.

YBC 8633
Na obrazku je zobrazend &ast tabulky YBC 8633.

Poznamky

Na vypocet obsahov trojuholnikov pouzivali mezopotamski matematici nasledovné vzorce:
.S = %a. r pre rovnoramenny trojuholnik (priblizny vypocet)
I.S = ;—a. b pre pravouhly trojuholnik (presna hodnota), kde a je zdkladna a 7 rameno rovnoramenného trojuholnika
resp. odvesny a, b pravouhlého trojuholnika.

II. Pozrite si rieSenie Ulohy (WORD) Tu a subor GeoGebra Tu.

K rozvoju geometrie prispeli aj egytski Ucenci, ktori boli ndteni po kazdoroénych zaplavdch Nilu nanovo rozmeriavat
pozemkové parcely. Zaroveri museli ovladat aj postupy pri rozdelovani Urody. Z toho vznikla potreba vediet vypoditat
obsahy réznych geometrickych utvarov ako aj postupy riesenia jednoduchych rovnic. Pozrite si ukazky:

Egypt - obdobie elementdrnych matematickych pojmov.

Rhindov a Moskovsky papyrus.
Vypocet obsahov obdiZnikov, kruhov, trojuholnikov a objemy kvadrov, zrezanych kuzelov a pyramid. Riedenie rovnic -

pozrite si rieSenie Ulohy R40 z Rhindovho papyrusu.


http://httprover2.blogspot.com/2018/02/ybc-8633-babylonian-partitioned.html
https://lms.umb.sk/pluginfile.php/385781/mod_book/chapter/9015/Trojuholn%C3%ADkYBC8633.docx
https://www.geogebra.org/m/pdudaanj
https://lms.umb.sk/mod/book/view.php?id=84344&chapterid=2558
https://lms.umb.sk/mod/book/view.php?id=84344&chapterid=2558
https://lms.umb.sk/mod/book/view.php?id=84344&chapterid=2559

Uloha

Je potrebné rozdelit 100 chlebov medzi 5 muzov tak, aby bola jedna sedmina z troch hornych pre dvoch muzov dole.

Pozndmky k pévodnému rieseniu, ktory je uvedeny na papyruse. Pozrite tieZ pracu [BEC, 2003]

1. Celkovy pocet chlebov je 100 a je potrebné tieto chleby nejakym spésobom rozdelit medzi 5 muzov. V uUlohe sa
spominaju traja horni muzi a dvaja dolni. Toto naznacuje urcité usporiadanie, ale nie je celkom isté, Ze ide o
aritmetickd postupnost. To vyplyva aZ z prezentovaného riesenia.

2. Dalej je tu podmienka, ktorti je mozné interpretovat tak, 7e sicet poctu chlebov troch hornych muzov v usporiadani

sa rovna suctu chlebov dvoch muzov dole v usporiadani.

P6vodné rieSenie ulohy R40:
Podmienku, Ze jedna sedmina z troch hornych pre dvoch muzov dole, mézeme vyjadrit vztahom:
1+ (1+d) = 1/7[(1 + 2d) + (1 + 3d) + (1 + 4d)]
Z predchadzajuceho vztahu vypoditame
_rl
d= 55
Ide teda o postupnost
1 1
2,61,12,17%,23,
ktorej sticet je 60. Cislo 60 musime vynasobit &islom
2
13,
aby sme ziskali pozadovany sucet 100. Tymto ¢&islom musime preto vyndsobit aj ¢leny vyssie uvedenej postupnosti.
Hladana aritmeticka postupnost je teda:
2 21 1 2
12,1021 20,201 382,

ktorej diferencia je 9%. Tento vysledok vSak na papyruse nie je uvedeny.

V stcasnosti by sa tato tloha mohol pocitat takto:

Chybny predpoklad by sme nahradili nezndmou a a dostali by sme dve rovnice o dvoch neznamych:
a+ (a+d)+ (a+2d) + (a + 3d) + (a + 4d) = 100
a+ (a+d) =1/7[(a+ 2d) + (a + 3d) + (a + 4d)].

po ekvivalentnych Gpravach by sme dospeli k tomu istému vysledku.

Matematika ako veda vznikla v Grécku priblizne v obdobi 6. - 5. st. pred n. |. Gréci ako prvi prestali riesit iba
otazku ako, ale hladali aj odpovede na otazku preco. Vyznamni predstavitelia gréckej matematiky: Thales,

Pytagoras, Euklides

e 2

Elementy (zdroj:http://en.wikipedia.org); Kniha Il, Ndvrh 5 - pozrite Tu.

Otvorte si applet Tu. (Aktivujte si navigacny panel.)


https://lms.umb.sk/mod/book/view.php?id=84378&chapterid=2599
https://mathcs.clarku.edu/~djoyce/java/elements/bookII/propII5.html
https://www.geogebra.org/m/ytmukq6m

V starom Grécku
1. Bol vytvoreny systém zakladnych vztahov (axiém) a poZiadaviek (postulatov) - Euklidove Zaklady. Takyto kompletne
spracovany systém bol publikovany v Euklidovych Zakladoch. Pozrite si prace [EUC] a [SER]. Toto dielo sa povazuje
za zaklady planimetrie, stereometrie a geometrickej algebry. Existuje cesky preklad od Servita Tu, Heathov preklad
je v online verzi od D.E.Joyce Tu. V roku 2022 vysiel v nakladatelstve Perfekt slovensky preklad s komentarmi od
profesora J. Cizmara.
2. Grécki matematici za¢ali matematické tvrdenia dokazovat, priom pouzivali deduktivnu metddu. Pokusali sa vyriesit
aj tri preslavené problémy
o trisekcia uhla (rozdelenie uhla na tri rovnaké uhly),
o zdvojenie kocky (ndjdenie kocky, ktorej objem sa rovna dvojnasobku kocky povodnej),
o kvadraturu kruhu (najdenie Stvorca, ktory ma rovnaky obsah ako dany kruh),

len pouzitim pravitka a kruzidla.


https://www2.karlin.mff.cuni.cz/~halas/Eukleides.pdf
https://mathcs.clarku.edu/~djoyce/java/elements/elements.html

Fuklidove Zaklady

“Pane, niet kralovskej cesty ku geometrii.”

Euklidova odpoved na Ziadost Ptolemaia I. vysvetlit mu svoje Zaklady rychlo a lahko.

Zakladnymi kamenmi pri axiomatickom budovani geometrie su

1. Zakladné pojmy (Definicie) Euklides popisuje intuitivne pomocou zauzivanych pojmov ako ,,dizka, $irka, ..." . Napr.:

[¢]

o

o

Bod je to, ¢o nema dizku.

Ciara je dizka bez Sirky.

Hranicami Ciary su body.

Priamka (Euklides vo svojich Zakladoch pod pojmom priamka AB chape usecku AB) je Ciara, ktora je v
kazdom svojom bode rovna.

Trojuholnik ... (vyhladajte definiciu A\, ®, ... v Euklidovych Zakladoch).

V skutoc€nosti sa predpoklada, Ze Citatel vie, ¢o si md pod tymito pojmami predstavit. Celkove Euklides uvadza

23 definicii.

2. Axiémy - postulaty, ktorych pravdivost sa nespochybriuje.

3. Odvodené pojmy (Zasady, Common notion) sa definuju pomocou zakladnych pojmov a prijatych axiom.

4. Tvrdenia (Proposition) st dokazované pomocou zakladnych pojmoyv, axiém a odvodenych pojmov.

Euklides vo svojich Zakladoch uvadza len pat axiém:

Post 1: Nakreslit priamku z fubovolného bodu do lubovolného bodu.

Post 2: A priamku moZno neohranitene na obe strany predizit.

Post 3: A z akéhokolvek bodu a akymkolvek polomerom mozno narysovat kruznicu.

Post 4: A kazdé dva pravé uhly si navzajom "zhodné".

Post 5: A ked priamka pretinajica dve priamky tvori s nimi na jednej strane vnutorné uhly mensie nez dva pravé,

pretnd sa tieto priamky neohrani¢ene prediZené na tej strane, kde suéet uhlov je mensi ne? dva pravé.

Prvé tri postulaty maju konstrukény charakter, pricom popisuju skisenost z rysovania pomocou pravitka a kruZidla. Tieto

postuldty umozriuju v (euklidovskej) rovine:

- narysovat priamku prechadzajicu dvoma danymi bodmi;

- flubovolne predlzit Useéku;

- narysovat kruznicu s danym stredom a polomerom.

Piaty postuldt so svojou nejasnou nezavislostou od zvy$nych postuldtov md S3pecifické postavenie.

Matematici sa asi 2000 rokov snaZili piaty postulat dokazat z predchadzajicich alebo ho aspofi nahradit

nie¢im jednoduchsim, zjavnejSim. Neuspesne.

Za postulatmi nasleduju odvodené pojmy alebo zasady:

1. Ak sa dve rovnaju tretiemu, rovnaju sa aj navzajom.(Servit)

Veci, ktoré sa rovnaju tej istej veci, sa tieZ navzajom rovnaju. (Preklad z angl. verzie.)

2. A ak sa rovnym pridd rovné, su aj celky rovné.

3. A ak sa od rovnych odnimu rovné, su aj celky rovné.

4. A Gtvary, ktoré sa (pohybom?) stotoznuju, su navzajom rovné.

5. A celok je vacsi ako Cast.



Niekedy sa uvadza az 9 zasad (Servit).
Za zasadami nasleduju tvrdenia. Prevaind vacsina tvrdeni v Euklidovych Zakladoch je dokazovana prevaine formou
konstrukcie resp. navodov ako postupovat pri dokazovani tychto tvrdeni. V dalej ¢asti uvedieme niektoré tvrdenia z

prvej knihy Zakladov.

Euklidove Zaklady - tvrdenia
e Kniha 1, Tvrdenie I: Vytvorit rovnostranny trojuholnik na danej koneénej priamke.

* Kniha 1, Tvrdenie Il: Z daného bodu A narysovat Usec¢ku AF zhodnu s danou Useckou BC.

Dékaz tvrdenia T/1l vo forme dynamickej konstrukcie si otvorite Tu.
e Kniha 1, Tvrdenie IV: Veta sus.

¢ Kniha 1, Tvrdenie V: Uhly v rovhoramennom trojuholniku su pri zakladni zhodné.

Pri dokazovani prvych dvoch tvrdeni Euklides vyuZiva postulat o konstruovatelnosti kruznice. Tiez pouziva definiciu kruhu
(zaklady, Definicia 15), v ktorej predpoklada existenciu kruhu uréeného stredom a polomerom. Definicia kruhu v

Zakladoch ma znenie:

Kruh je utvar rovinny ohranic¢eny jednou Ciarou (nazyva sa obvod resp. kruznica) tak, ze vSetky priamky (usecky), ktoré

vychadzaju z jedného bodu vo vnutri Utvaru, sa navzajom rovnaju.

Definicia kruhu v Zakladoch intuitivne pouziva pojmy "medzi" a "zhodnost", ktoré nie st zavedené. Neskor (takmer dve
tisic rokov) tieto pojmy zavadza Hilbert vo svojom axiomatickom systéme, kde sa kruznica po zavedeni axiém zhodnosti uz

méze korektne zadefinovat.

Na zaver tohto Uvodného pohladu na Euklidove Zaklady uvedieme "doslovny" preklad dékazu Tvrdenia IV - (Zdkladna veta

o zhodnosti trojuholnikov sus)

Kniha 1, Tvrdenie IV. Ak sa dva trojuholniky zhoduju v dvoch stranach a v uhle nimi uréenom, tak st zhodné.

Dokaz .
A. Nech ABC, DEF su dva trojuholniky, ktoré maju dve strany AB, AC rovné dvom stranam DE, DF. Konkrétne AB
rovna DE a AC rovnd DF a uhol BAC je rovny uhlu EDF.
B. Hovorim (Euklides), Ze zakladna BC sa rovna aj zakladni EF, trojuholnik ABC sa rovna trojuholniku DEF a
zostavajuce uhly sa rovnaju zostavajucim uhlom, respektive opacne rovnakym strandm. To znamen3, Ze uhol ABC
sa rovnd uhlu DEF a uhol ACB sa rovnd uhlu DFE.

Nepriamy dokaz

10


https://www.geogebra.org/m/vrzxabge

1. Nech trojuholnik ABC je ulozeny na trojuholniku DEF a ak je bod A umiestneny na bode D a priamka AB
na DE.
= Potom bod B sa zhoduje s bodom E, pretoZe AB sa rovna DE.
2. Priamka AC sa tiez rovna DF, pretoze uhol BAC sa rovnd uhlu EDF.
= Preto sa bod C zhoduje s bodom F, teda AC sa rovna DF.
3. Ale B a tiez zhoduje s E, a preto zakladna BC sa zhoduje so zakladfiou EF a rovna sa jej.
=V opaénom pripade by bodmi E, F boli ur¢ené dve rozne tsecky (priamky), €o je v spore s axiomou.
4. Takze cely trojuholnik ABC sa zhoduje s celym trojuholnikom DEF.
5. Zvysné uhly sa zhoduju so zostavajucimi uhlami a rovnaju sa, uhol ABC sa rovna uhlu DEF a uhol ACB sa
rovnd uhlu DFE.
C. Preto ak dva trojuholniky maju dve strany rovnobezné s dvoma stranami a maju uhly obsiahnuté rovnymi ¢iarami
rovnaké, potom maju aj zakladnu rovnu zakladni, trojuholnik sa rovna trojuholniku a zvySné uhly su rovné zvysnym

uhlom respektive tym, ktoré su oproti rovnakym stranam.

TLiiacr

Zmeiite polohu bodov A, B,C Prestivajte bod D

(o

Dynamicku konstrukciu otvorite Tu.
Komentar k dékazu tvrdenia T/IV je prevzaty a upraveny z Euklidovych Zakladov podla Servita.

Poznamka
Pri dokazovani tohto tvrdenia sa predpoklada, Ze pri prenasani Gsecky (T/Il, T/Ill) resp. uhla sa ich velkost

nezmeni. Toto v Hilbertovej sustave zabezpecuju axiémy zhodnosti.

Priklad

>
Je dany uhol ZABC a kruznica k = (B,r = BE). Na priamke CB najdite bod G tak, aby platilo |ZEGC| = %\AABC\.

RieSenie

Nami predloZzend konstrukcia nie je rieSenie znameho problému "trisekcia uhla". Pri rieSeni vyuZzivame postulat Post 2,
ktory zarucuje existenciu bodov D, H.

Konstrukcia umoziuje s dostato¢nou presnostou najst polohu bodu G tak, aby sa velkost Use¢ky GH priblizovala
(postupnym posutvanim bodu G po priamke CHB) k velkosti polomeru BF a tym aj uhol ZEGC k % velkosti uhla a.

Ak si vopred stanovime presnost velkosti %MABC\ na n desatinnych miest, tak tito Ulohu mozeme Uspesne riesit

vyuZzitim skriptovania v programe GeoGebra.

11


https://www.geogebra.org/m/ghhenxzz

Trisekcia uhla LABC

Zmente velkost uhla a a postivajte bod G tak, aby H € k.

Otvorte si dynamicku konstrukciu Tu a prehrajte si konstrukciu pomocou naviga¢ného panela.

12


https://www.geogebra.org/m/npmyqyw5

Rovnoramenny trojuholnik

Euklidove definicie (Servit: "Vymery")

Definicia 20
Z trojstrannych utvarov je trojuholnik:
a. rovnostranny, ktory ma tri strany rovnaké;
b. rovnoramenny, ktory ma len dve strany rovnaké;

c. roznostranny, ktory ma tri strany nerovnaké.

Definicia 21

Okrem toho z trojstrannych Gtvarov je trojuholnik:
a. pravouhly, ktory ma pravy uhol;
b. tupouhly, ktory ma tupy uhol;

c. ostrouhly majuci tri uhly ostré.

Jednym z fundamentalnych Euklidovych tvrdeni, ktoré sa vyuZiva v dékazoch mnohych dalSich tvrdeni je veta o zhodnosti

uhlov pri zakladni rovnoramenného trojuholnika. Dokaz tohto tvrdenia je typicky konstrukény a zdsadne sa liSi od bezne

pouzivaného dbkazu v stredoskolskej matematike. V dokaze sa vytvoria dva nové a zaroven zhodné trojuholniky podla

vety (sus). V konstrukcii sa pouZziva len pravitko a kruzidlo.

Kniha 1, Tvrdenie V

V rovnoramennych trojuholnikoch sa uhly pri zakladni navzajom rovnajy; a ak sa prediZia rovnaké priamky (ramena), uhly

pod zékladnou navzajom rovnaju.

Dékaz

Otvorte si dynamicku konstrukciu Tu.

Velmi poucny je aj dokaz Tvrdenia XIlI, ktory je publikovany v prvej knihe Zakladov. Toto tvrdenie zohrava vyznamnu ulohu

pri geometrii uhlov.

Kniha 1, Tvrdenie XllI

Ak priamka stoji na priamke, vytvdra bud’ dva pravé uhly alebo uhly, ktorych sucet sa rovna dvom pravym
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I uhlom.

Dokaz
Upraveny podla ¢eského prekladu Euklidovych Zakladov.
Nech akakolvek priamka AB stojaca na priamke CD vytvéra uhly CBA, ABD. Hovorim (Euklides), ze bud uhly CBA, ABD

su dva pravé uhly alebo ich sucet sa rovna dvom pravym uhlom.

Otvorte si applet Tu.
1. Ak sa teraz uhol CBA rovna uhlu ABD, potom su to dva pravé uhly. Def.10
2. Ale ak nie, nakreslite BE z bodu B v pravom uhle k CD. Preto uhly CBE, EBD su dva pravé uhly. T/X|
3. PretoZe uhol CBE sa rovna suctu dvoch uhlov CBA, ABE, pridajte uhol EBD ku kazdému, takZe sucet uhlov
CBE, EBD sa rovna suctu troch uhlov CBA, ABE,EBD. 7.2, 7.4
°© /CBE=a+y=90" = a+ (y+90°) = 180°
4. Pretoze uhol DBA sa rovna suctu dvoch uhlov DBE, EBA, ku kazdému z nich pridajte uhol ABC, preto sa sucet
uhlov DBA, ABC rovna suctu troch uhlov DBE, EBA, ABC.7.2,2.5
o B3=90° 41~
5. Ale suéet uhlov CBE, EBD sa tiez ukdzal byt rovny suctu rovnakych troch uhlov a veci, ktoré sa rovnaju
rovnakému, sa rovnaju rovnako sebe, preto sucet uhlov CBE, EBD sa rovna suctu uhlov DBA, ABC. Uhly
CBE, EBD su vsak dva pravé uhly, takze sucet uhlov DBA, ABC sa tiez rovna dvom pravym uhlom. 2.1, Z.6
° a+p=180°
6. Preto ak priama Ciara stoji na priamke, vytvara bud' dva pravé uhly alebo uhly, ktorych stcet sa rovna dvom pravym

uhlom.
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Uhly

Definicie

Uhly a, 8 nazyvame vrcholové (obr. vliavo), susedné/vedlajsie (obr. uprostred) resp. styéné (obr. vpravo).

6 'aisi Stycné uhly
Vrcholové uhly Susedné I vedl'ajSie uhly

0=5154° B=116 a=6337

B=515!

Dynamicky applet si otvorite Tu.

Definicie
Su dané dve rovnobeiné priamky a, b, ktoré pretina priamka p v bodoch A, B. Uhly &, 8 nazyvame suhlasné (obr.

vlavo) resp. striedavé (obr. vpravo).

Sdhlasné uhly Striedavé uhly

Kniha 1, Tvrdenie XV

Ak sa dve priamky pretinaju, tvoria uhly vrcholové, ktoré sa navzajom rovnaju.

Nech sa priamky AB a CD pretinaju v bode E. Hovorim, Ze uhol CEA sa rovna uhlu DEB a uhol BEC sa rovna
uhlu AED.

Applet otvorite Tu.
1. Tvrdenie XIlI: PretoZe priamka AFE stoji na priamke CD tvoria uhly CEA a AED, sucet uhlov CEA a AED sa
teda rovna dvom pravym uhlom.
2. Pretoze priamka DE stoji opat na priamke AB, takie uhly AED a DEB sa preto sucéet uhlov AED a DEB
rovna dvom pravym uhlom.

3. Postulat 4: Sucet uhlov CEA a AED sa v3ak tiez ukdzal ako rovny dvom pravym uhlom, preto sa sucet uhlov

CEA a AED rovna suctu uhlov AED a DEB.
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4. Odvodené pojmy - Zasady 71, Z3: Od kazidého odcitajte uhol AED. Potom zostavajuci uhol CEA sa rovna

zostdvajucemu uhlu DEB.
5. Podobne je mozné dokazat, Zze uhly BEC a AED su rovnaké.

6. Preto, ak sa dve priamky pretinajd, tvoria uhly vrcholové, ktoré sa navzajom rovnaju.

Interpretujte a dokazte dalsie Euklidove tvrdenia o uhloch.
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Vety o trojuholniku

Medzi asi najznamejsie vlastnosti trojuholnika patria tvrdenia o velkostiach jeho stran a vnatornych uhloch:

2. sucet vnutornych uhlov trojuholnika sa rovna priamemu uhlu - sticet uhlov sa rovna 180°.

Dokazy tychto vlastnosti si vyzaduji pomocné tvrdenia o vztahoch medzi stranami a uhlami trojuholnika, ktoré v tejto
kapitole prezentujeme v origindlnej podobe (v slovenskom preklade) ako ich publikoval Euklides vo svojich Zakladoch.

Zaroven uvedieme ich interaktivne dékazy v prostredi GeoGebra.

Kniha 1 Tvrdenie XVI

V kazdom trojuholniku, ktorého jedna strana sa predizi, vonkaj$i uhol je va&si ako ktorykolvek protilahly vautorny uhol.

1. Pripad

/ZACB = /DBC;AC = DB

Dynamicky dékaz si otvorite Tu.

Kniha 1 Tvrdenie XVIII

V kazdom trojuholniku oproti vac¢sej strane lezi vacsi uhol.

Dékaz

Nech ABC je trojuholnik a nech strana AC je dlhsia ako AB. Hovorim, Ze tiez uhol ABC je vacsi ako uhol BCA.

<ABD = <ADB

Otvorte si applet Tu.

1. Nech |AC| > |AB|, odreime AD ~ AB avedme BD... T/Ill, Post.1

2. A kedZe vonkaj$im uhlom trojuholnika BC'D je <ADB, je vacsi protilahlému vnatornému uhlu <DCB... T/XVI
3. AvSak <ADB = <ABD, ako aj strana AB = AD. ABD rovnoramenny

4. Teda tieZz <ABD > <ACB...T/V

5. Mnohom vacsi teda je <ABC ako <ACB.

Kniha 1 Tvrdenie XIX
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DOkaz - otvorte si applet Tu.
Nech ABC je trojuholnik a nech |[<<ABC| > |<BCA| hovorim (Euklides), Ze tieZ strana AC dlh3ia je ako strana AB.
1. Pretoze ak nie, tak bud'|AC| = |AB| alebo AC je menSie ako AB .
2. Urcite nie je (rovné) AC s AB, lebo rovnym by bol tiez <ABC s ACB avsak nie je. (Pozri Tvrdenie V.: Uhly pri
zékladni rovnoramenného trojuholnika st rovné.)
3. Teda AC nerovna sa AB.
4. Urcite ani AC je menSie ako AB lebo aj <ABC by bol mensi ako ACB, avsak nie je .

5. Teda nie je AC je mensie ako AB. Ukazalo sa, Ze vSak nie rovny. (Spor)

Kniha 1 Tvrdenie XX

V kazdom trojuholniku ktorékolvek dve strany (sictom) dvoch su dlhsie ako strana ostavajlca.

Dokaz
7/
1. Zostrojme bod D : AACD bol rovnoramenny, D € (ﬁ)‘

Otvorte si applet Tu.

Kniha 1 Tvrdenie XXIX (Striedavé uhly)
Priamka pretinajuca dve rovnobeZné priamky vytvara striedavé uhly AGH,GH D navzajom rovnaké, vonkajsi uhol EGB sa

rovna vnutornému opaénému (stihlasnému) uhlu GHD a sucet vnatornych uhlov BGH,GHD na tej istej strane sa rovna

dvom pravym uhlom.
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Kniha 1 Tvrdenie XXXII (St¢et uhlov trojuholnika) V kazdom trojuholniku, ak sa jedna zo stran prediz, tak sa vonkajii uhol
rovna suctu dvoch vnutornych protilahlych uhlov a sucet troch vnutornych uhlov trojuholnika sa rovnd dvom pravym

uhlom.

a+ B+~ =180°

Dynamicky dbkaz si otvorite Tu.
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Fuklidovské konstrukcie

Ako sme uzZ uviedli, pri dokazovani mnohych tvrdeni tykajucich sa vlastnosti geometrickych Utvarov, Euklides vyuZiva
hlavne konstrukénud metddu. Pri podrobnejSom skimani tychto konstrukénych dokazov zistime, Zze navrhnuté konstrukcie
sa daju vo vacsine pripadov realizovat len pouzitim pravitka a kruZidla. V odbornej literatdre sa takéto konstrukcie

nazyvaju euklidovské.

Definicia.

Graficka konstrukcia v euklidovskej rovine (alebo v euklidovskom priestore) realizovana len
1. idedlnym pravitkom a idealnym kruzidlom
2. a kone¢nym poctom krokov

sa nazyva Euklidovska konstrukcia.

Kazdy krok elementarnej konstrukcie predstavuje zostrojenie
i. priamky prechadzajucej dvoma danymi réznymi bodmi alebo
ii. kruZnice so stredom v danom bode a s danym polomerom alebo

iii. priese¢nika dvoch réznobeznych priamok (resp. prieniku priamky a kruznice alebo prieniku dvoch kruznic).

Elementarne euklidovské konstrukcie
1. Zostrojenie rovnostranného trojuholnika. Kniha 1, Tvrdenie I.
2. Zostrojenie osi daného uhla. Kniha 1, Tvrdenie IX.
3. Zostrojenie stredu danej usecky. Kniha 1, Tvrdenie X.

4. Zostrojenie osi Usecky.

1

C
@
1. |AC| = | BC| 3. AACC, =2 ABCC; ... (sus)
B
]
]
i
: 2. AABC) — rovnostranny
i
1
i C
i

Otvorte si konStrukciu Tu
5. Zostrojenie kolmice v danom bode na danu priamku. Kniha 1, Tvrdenie XI.
Mezi elementdrne euklidovské konstrukcie zaradujeme aj konstrukcie pouzivané v skolskej matematike uz na 1.
stupni Z5
6. "Prenesenie" danej usecky na danu polpriamku. Kniha 1, Tvrdenie Il a lll.

7. "Prenesenie" daného uhla na dand polpriamku v danej polrovine.

Poznamky.
1. Podmienka konecného poctu krokov v definicii euklidovskej konstrukcii je opodstatnena. Napriklad konstrukcia

uvedenad v priklade v kapitole 2 neméze byt euklidovskd, lebo pri kone¢nom pocte aproximécii neziskame trisekciu
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uhla. Na druhej strane vieme stanovit pocet krokov, ktoré budu velkost trisekcie uhla uréovat s vopred danou
presnostou .

2. Prvé tri uvedené elementarne konstrukcie nie je problém zrealizovat, ak mame k dispozicii pravitko a kruZidlo.
Pozrite si napriklad konstrukciu osi uhla a osi Usecky (uloha ¢. 4).

3.V geometrii, v ktorej neplati piaty Euklidov postulat (neeuklidovské geometrie) to také jednoduché nebude. V
prvom rade musime najst odpoved na otazku: "Co budeme rozumiet pod pravitkom resp. kruZidlom v takejto
geometrii?".

4.V Casti Neeuklidovska geometria popiSeme niektoré elementarne euklidovské konstrukcie v neeuklidovskej

geometrii, ktoré budu tvorit samostatnu triedu Euklidovskych konstrukcii.

Podla prof. Sedivého euklidovska konstrukcia sa povazuje za zrealizovant ak st splnené podmienky K; a# K.

K1: Bod je zostrojeny, ak je dana jeho poloha, alebo je priese¢nikom dvoch priamok, dvoch kruznic alebo priamky a
kruznice.

K,: Priamku povaZzujeme za zostrojenu, ak su dané jej dva rézne body.

K3: KruZnicu k(S, r) povaZujeme za zostrojend, ak je dany bod S a Usecka 7.

K4: Ak st dané dve réznobezky a, b, potom povazujeme ich prieseénik X za zostrojeny.

Ks: Ak je dana kruznica a jej secnica, potom povazujeme ich priese¢niky X; # X, za zostrojené.

Kg: Ak su dané dve kruZnice, o ktorych vieme, Ze sa pretinajl, potom povazujeme ich priesecniky X; # X, za
zostrojené.
Zakladné euklidovské konstrukcie mdzeme povazovat za elementdrne stavebné kroky pri zostrojovani zloZitejsich
geometrickych Gtvarov, pre ktory su dané nutné "generujuce" prvky.
Napriklad zostrojit trojuholnik, ak st dané dve jeho strany a uhol nimi zovrety, je mozné zrealizovat na zaklade vety sus o

zhodnosti trojuholnikov [Kniha 1, Tvrdenie IV].

Definicia (konstrukéna uloha).

Zostrojenie (konstrukciu) geometrického utvaru z danych prvkov sa nazyva konstrukéna uloha.

Riesit konstrukénu ulohu znamena:
1. odvodit vztahy medzi zadanymi a hladanymi prvkami - naértok, rozbor,
2. konstrukéne doplnit zadané prvky dalsimi tak, aby bol Utvar zostrojitelny - postup konstrukcie a jeho grafické
prevedenie - konstrukcia,
3. urobit dokaz, Ze zostrojeny Utvar je ten, ktory bolo treba zostrojit - ddkaz spravnosti konstrukcie,

4, stanovit, za ktorych podmienok je tloha riesitelna a pripadne kolko ma vyhovujucich rieseni - diskusia.

Priklad.

Zostrojte trojuholnik ABC, ak su dané strany a, c a uhol « pri vrchole A.

Rozbor - prva etapa riesenia konstrukénej ulohy, metdda: geometrické miesto bodov. V rozbore ide o hladanie kauzalit
medzi danymi ¢ = AB, a,a a hfadanymi prvkami geometrického utvaru C.
1. Naértok - stc¢astou rozboru moze byt aj naért (na Grovni Z§ je to dblefitd sucast rozboru).
o nakreslime netypicky trojuholnik, naért kreslime/modelujeme pomocou useciek, kruznicovych obldkoy, ... .
o "silnejSie" resp. farebne vyznacime strany ¢ = AB,a = BC a uhol BAC
2. Logicky rozbor
o strana AB je dana

o vrchol C lezi na ramene uhla
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o zdroven leZi na kruznici k(B,r = a)

Applet si otvorite Tu.

3. Algebraicka metoéda rozboru

m

A c=7

Obrazok aktivujete Tu.
o Vypocitajme velkost Usecky AC.
o Nech d = BB, je vzdialenost bodu B od priamky AL.
o Potomd = c.sin a.
o Trojuholniky ABB, a BCB, su pravouhlé.
o Pytagorova veta: ABy = ¢ — d?,CBy = b* — d2
o Velkost strany b = AB; + CB,.

Zaver analyzy
Z rozboru vyplyva postup konstrukcie trojuholnika ABC: strana ¢ = AB; uhol BAL ; kruznica k(B,r = a) ... vrchol C je

priesecnik ramena uhla a kruznice.

Konstrukcia - druha etapa rieSenia konstrukénej ulohy

Konstrukcia sa sklada z dvoch casti: graficka konstrukcia (narysovanie hladaného utvaru) a zapis krokov (robi sa vedla).

Stiahnite si applet Tu.

Dékaz - tretia etapa riesenia konstrukénej Glohy. Dokazom sa chape argumentdcia, ¢i Gtvar vytvoreny konstrukciou spitia

vietky poZiadavky uvedené v zadani ulohy. V nasom priklade dékaz vyplyva z postupu konstrukcie.

Diskusia - Stvrta etapa riesenia konstrukénej ulohy
1. V diskusii ur¢ujeme za akych podmienok je uloha riesitelna, pripadne urcujeme kolko ma vyhovujucich rieseni resp.
skiimame zavislost rieSenia od zadanych prvkov.

2.V tejto Ulohe vyhodne vyZijeme posuvniky a pocet rieSeni odvodime od vzajomnej polohy danych prvkov.

Nech d = c. sina je vzdialenost bodu B od priamky AL, potom pocet prieseénikov C; zavisi na hodnotéch a, d, a.
Musime rozlisit dve zdkladné situécie:
1. Pokial plati, 76 0 < o < 90°, potom je 0 < d < ca lloha

a) nema rieenie, ak 0 < a < d
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b) md prave jedno riesenie pre a = daleboa > ¢

c) ma préve dve rie$enia za podmienky d < a < c.
2.Pre90° < a < 180° je diskusia jednoduchsia, dloha

a) nema riesenie za podmienky 0 < a < ¢

b) ma prave jedno riesenie, pokial platia > c.

Poznamenajme, Ze k Usecke AB existuju dva uhly ABL a ABL’ velkosti a, o zdvojnasobuje pocet rieseni. Su vsak osovo

symetrickeé.
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Hilbertov axiomaticky systém

V roku 1899 slavny matematik David Hilbert publikoval pracu Grundlagen der Geometrie, v ktorej navrhuje axiomaticky
systém, nahrddzajlci tradicné axiomy Euklida. V literature je tento axiomaticky systém znamy ako Hilbertov axiomaticky
systém. V praci [HIL] je uvedenych Sest primitivnych pojmov, ktoré su zaclenené do dvoch skupin:
1. Primitivne objekty
© body - oznacujeme velkymi pismenami latinskej abecedy 4, B, C, .. ;
o priamky - na oznacenie pouzivame malé pismend a,b,c,...a
o roviny - oznacujeme malymi gréckymi pismenami a, 8,7, . . ..
2. Primitivne vztahy (bindrne reldcie)
o incidencia - A € a ["bod A lezi na priamke ", "priamka o prechadza bodom A", "bod A a priamka ¢ su
incidentné"].
o vztah "medzi" -u(ABC) [usporiadanie troch kolinearnych bodov A, B, C, kde bod B lezi medzi bodmi A, C];
pouZiva sa aj oznacenie A * B x C. Pozri pracu [ChalJ]
o zhodnost (kongruencia) - u = v ["Usecka u je zhodnd s Useckou v"], zhodnost uhlov, zhodnost trojuholnikov.

Primitivne objekty nedefinujeme, vieme v3ak jednoznacne rozhodnut o (primitivnych) vztahoch medzi nimi.

A,B,C€a N p(ABC) AN u=vw
prediz

prediz

N

Otvorte si interaktivny applet Tu.

Hilbertov axiomaticky systém pozostava z piatich skupin axiom.
1. axiémy incidencie
2. axiomy usporiadania
3. axiémy zhodnosti (kongruencie)
4. axiéma o rovnobeZnosti
5. axiomy spojitosti

Axiémy charakterizuju vztahy medzi primitivnymi objektmi. Axiomaticky systém obsahuje celkom 20 axiom.

Body P, P, P5, ... nazyvame kolinedrne, ak existuje priamka so vietkymi tymito bodmi incidentna.

Axiémy incidencie v rovine
11: Dvoma réznymi bodmi A, B prechadza prave jedna priamka.
12: Kazda priamka obsahuje aspon dva rozne body.
13: Existuje aspon jedna trojica navzajom roznych nekolinedrnych bodov.
Axiémy incidencie v priestore
14: Tromi nekolinedarnymi bodmi A, B, C prechadza prave jedna rovina.
I5: V kazdej rovine existuju aspon tri nekolinedrne body.

16: Ak dva rézne body A, B priamky p leZia v rovine o, potom kazdy bod priamky p leZi v rovine q.
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17: Ak dve roviny a, 8 maju spolo¢ny bod A, potom maju spoloc¢ny este aspon jeden bod B, rézny od A.

18: Existuje aspon jedna Stvorica nekomplanarnych bodov A, B, C, D.

Tvrdenie

Ak p, g su dve rézne priamky, potom p a ¢ maju najviac jeden spolo¢ny bod.

Dokaz. nepriamo
o predpokladajme, Ze p # q a zdroven A,B€ pNg;
o potom A € p,Bepaziroven A € q,B € g;
—
o podla axiomy I1 existuje priamka AB je uréena bodmi A4, B;
—

o azaroveri podla axiémy 11 bude p = AB, lebo A, B € p;

L . —
o podobne zistime, Ze ¢ = AB

o ateda musi platit p = ¢, ¢o je spor s predpokladom su totozné.

V daldej Casti sa zameriame na interpretaciu Euklidovskej roviny pomocou dynamickych geometrickych systémov (DGS).
Budeme pouzivat softvér GeoGebra. Vo vieobecnosti ak DGS ma spravne interpretovat dand geometriu (napr.
Euklidovsku), tak je nutné vhodne popisat/definovat zakladné geometrické pojmy a vztahy. Tuto poZiadavku vystizne
charakterizuje doc. Vallo vo svojej habilitacnej praci, kde zdérazfiuje poZiadavku determinovanosti pri vyuzivani IKT v

geometrii.

V DGS je nutné, aby dolezité prvky geometrickych Gtvarov boli deterministicky definované (Vallo, 2021).

Uvadzame niekolko vychodisk, ktoré tvorcovia softvéru GeoGebra naprogramovali v jeho zdkladnej verzii. Vo vzhlade
Ndkresria (2-rozmerny priestor) je bod reprezentovany dvojicou redlnych ¢isel. Tento model je izomorfny s afinnym
dvojrozmernym priestorom nad polom realnych Cisel.
PoZiadavka determinovanosti z pohladu geometrie znamena presne stanovit, ¢o predstavuje bod so suradnicami (a, b).
Presné geometrické vymedzenie (determinovanost) velmi dobre interpretuji nasledovné prikazy softvéru GeoGebra.

1. Prikaz A = (a, b) vygeneruje na zobrazovacej ploche bod so stradnicami (a, b) a s popisom A.

2. Prikaz B = (a,b) vygeneruje opat bod s tymi istymi siradnicami a s popisom B.

Obidva body sa budu prekryvat a budu prezentovat dva totozné body. MéZeme ich aj farebne odlisit, ¢o sa zjavne prejavi

pri dynamickej zmene bodu B.

B=(1,2)

A=(1,2)

-3 -2 -1 0 1 2 3 4

-1

Otvorte si applet Tu.

Pri klasickej vyucbe geometrie (manudlne rysovacie prostriedky) je problematické redlne ,pracovat” s totoznymi

(identickymi) utvarmi. Napriklad dva rozne ale totozné body rozliSime len tak, Ze pri ich popise uvedieme A = B.
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Poznamka.
V DGS priesetnik dvoch priamok sa musi exaktne definovat pomocou nastroja Priesecnik. Ak nie, tak DGS ho

neidentifikuje ako bod.

Pomocou nastroja " Priese¢nik" mozeme vytvorit tri prieseniky vySok v trojuholniku
1LV ek,Nky
2. Vi € kyNke
3. Vo € ke Nk,

o ktorych vieme dokazat (Kapitola "Vyznamné prvky trojuholnika"), Ze su to tri totoZné body.

DGS to chépe ako tri samostatné body. Pomocou néstroja "Vztah a = b" mézeme napriklad overit, ¢i bod V; € k, Nk, leZi
aj na kolmici k,. GeoGebra nam zobrazi oznam/vysledok, ktory predstavuje obrazok vpravo. Cela konstrukcia "Priesec¢nik

vysok v trojuholniku" je znazornena na obrazku vlavo.

Pa ,'/ kc

Vo vieobecnosti plati, Ze:
eV lezinak,
pokial je spinend podmienka:

« A a B sa nerovnajl

Otvorte si dynamicku konstrukciu Tu.
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Modely geometrie

V predchadzajucej Casti sme stru¢ne nacrtli interpretaciu zakladnych pojmov (bod, priamka, incidencia a pod.) v programe
GeoGebra. Interpretécia tychto pojmov moze mat rozne podoby.

Ak priradime zakladnym pojmom nejaky konkrétny vyznam, tak vytvorime model geometrie.

Potom v tomto modeli mézeme skimat, ¢i platia axidmy v systéme, ktory sme zaviedli. Ak s axiémy v tejto interpretacii
(v modeli geometrie) pravdivé, potom takto vytvoreny model je modelom daného axiomatického systému.

Uvadzame niekolko modelov geometrie.

Inciden¢né modely geometrie
1. Trojbodova (pripadne $tvorbodovd, patbodova) geometria

© A,B,C subodya{A, B}, {4, C},{B, C} st priamky resp. Kompletny graf s 3 (pripadne so 4 resp. 5 vrcholmi.

o Euklidov postulat o rovnobezkdch neplati.
o Qverte platnost axiom incidencie.
2. Algebraicky model - analyticka geometria euklidovskej roviny
o Body su usporiadané dvojice (ay, as) redlnych &isel.
o Priamky su linedrne rovnice az + by + ¢ = 0((a, b) # (0, 0)).
o Incidencia: A = (a1,a2) € p(az + by + ¢ = 0) < (a1,az) je riedenim rovnice ax + by + ¢ = 0.

o Model je reprezentovany vzhladom Ndakresia v programe GeoGebra.

Sféra ako neincidenény model
¢ Bodmi st body na gulovej ploche (sfére). Priamkami su kruZnice na sfére so stredom v strede gule.

¢ KaZdé dve priamky sa pretinaji v dvoch bodoch, preto nejde o model incidenénej geometrie. Otvorte si applet a

pohybujte bodmi A, B, C, D.

Otvorte si interaktivny applet Tu

Linearna perspektiva (15. stor.) - projekcia bodov trojrozmerného priestoru do roviny (na platno).
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Prevzaté z: Parramén, José M.: Perspektiva pro vytvarniky, Praha : JAN VASUT, 1998, ISBN 80-7236-041-8
Otvorte si projekciu bodov v GeoGebra modeli Tu. Porovnajte s pohladom na kolajnice. Pohlad na kolajnice je vlastne

zobrazenie v linearnej perspektive.
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/hodnost

Axiémy zhodnosti
Z1: Pre lubovolné dva rozne body A, B a polpriamku vychadzajicu z bodu A’
existuje na tejto polpriamke préve jeden bod B’ taky, 7e AB >~ A'B'.
22: Ak AB~ A'B'a AB~ A"B", potom A'B' ~ A"B".
Navyse, kazda Usecka je zhodna sama so sebou: AB >~ AB.
Z3: Ak u(ABC), u(A'B'C"), AB~ A'B' a BC ~ B'C’, potom AC =~ A'C’.
SN e
Z4: Pre dany uhol ZABC, danu polpriamku B’ A’ a dand polrovinu ohrani¢end priamkou A’ B’
existuje prave jedna polpriamka E‘C?’ v danej polrovine tak, e ZA'B'C' ~ /ABC.
25: Ak /ABC ~ /A'B'C'a ZABC ~ /A"B"C", potom ZA'B'C' =~ /A"B"C".
Navyse, kazdy uhol je zhodny sdm so sebou: ZABC =~ ZABC.
26: Ak pre trojuholniky ABC a A’B'C’ plati, 2e AB~ A'B',BC ~B'C'a/B~ /B,
potom LA~ /A"a/C = /C'.

B

B'

Otvorte si dynamicku konstrukciu Tu a presurite trojuholnik A A’ B'C’ na trojuholnik AABC.

Definicia.
Hovorime, Ze trojuholniky ABC a A’ B'C' st zhodné, oznadujeme AABC =~ AA'B'C’, ak
AB~ A'B'BC~BC',AC~2AC' a/A~/A,/B~/B,/Cx~/C'.

Veta sus. (Euklidove Zaklady, Tvrdenie 1.4)
Ak pre trojuholniky ABC a A'B'C’ plati, Ze AB~ A'B',BC ~ B'C' a /B ~ /B', potom su tieto trojuholniky zhodné.

Doékaz.
V désledku axiomy Z6 stadi ukazat, ze AC =~ A'C’. Dékaz urobime sporom. Nech
AC 2 A'C'.
—
Nech C" € A'C' : A'C" =~ AC, pre ktory plati C' # C". PouZitim axiémy Z6 dostaneme, Ze
LABC = ABC"

o je v rozpore s axidmou Z4 o prendsani uhla. Teda musi platit ¢’ = ¢”.

Poznamky.
1. Symbol ZA pouZity v axidmach predstavuje oznacenie pre uhol s vrcholom A resp. pre jeho velkost.
2. Niekedy sa veta sus uvadza ako axiéma Z6.
3. Porovnajte nami prezentovany dokaz vety sus s dokazom v uvedenym v Euklidovych Zakladoch.

4. Dalie vety o zhodnosti trojuholnikov najdete v samostatnej e-knihe tohto kurzu.

V Hilbertovom axiomatickom systéme axiomy Z1 a Z4 zaruéuju jednoznaénost prenasania

29


https://www.geogebra.org/m/qwvernfx

1. danej usecky na danu polpriamku - Z1

2. uhla danej velkosti do polroviny - Z4

V Euklidovych Zakladoch su tieto axiomatické pojmy uvadzané ako konstrukcie. Prenasanie usecky (Tvrdenie 1.3) sa

popisuje pomocou kruznice. Prenasanie uhla (vyhladajte v prvej knihe Euklidovych Zakladov).

Definicia.
Nech S € E, je lubovolny bod a r je dand nenulova Usecka. Kruznica so stredom S a polomerom 7 je mnoZina vietkych
bodov X € E, pre ktoré plati, Ze usecka SX je zhodna s Useckou 7.

k(S;r) :={X € Ey; SX ~r}

Definicie dal3ich geometrickych Gtvarov budeme uvéddzat priebezne podla potreby.
Axiéma Z4 predstavuje euklidovsku konstrukciu prenagania uhla do danej polroviny. Vo vyucovani geometrie na Z5 sa tato
konstrukcia uskutoCriuje pomocou listu papiera alebo pomocou kruzidla. Dynamickd formu aktivity prenasania uhla

pomocou kruzidla, ktora je vhodna pre Ziakov zakladnych $kél, predstavuje nasledujici applet.

fe) P

Otvorte si applet Tu
1. Uhol a@ = <AV B je zhodny s uhlom <POQ.
2. Zapisujeme <AV B = <POQ.
3. Citame: uhol a(<AV B) je zhodny s uhlom <POQ.

KruZnica sa vyuZiva aj pri euklidovskej konstrukcii osi uhla Kniha 1, Tvrdenie IX ako ukazuje nasledujuci obrazok.

v Tc A

Otvorte si applet Tu. Porovnajte s Euklidovou konstrukciou Tu.

V predchddzajucich dvoch euklidovskych konstrukcidch sa mimovolne predpokladalo, Ze pri prendsani usecky jej velkost
sa nemeni. V Hilbertovom axiomatickom systéme vlastnost zachovavania "velkosti Utvaru" pri "prendsani" sa zaruéuje
pomocou axiom Z1 a Z4.

Rozdiel medzi Euklidovymi Zdkladmi a Hilbertovym axiomatickym pristupom je zasadny, ktory podrobnejsie popiSeme v

nasledujucej podkapitole.
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Geometria uhlov

Definicia (Susedné uhly).
’ ’ ’ . L> A—> M 7
Uhly o = ZABC, B = ZCBD sa nazyvaju susedné, ak ramena BA, BD tvoria opacné polpriamky.

]

Tvrdenie.

Ak su dva uhly zhodné, potom aj ich susedné uhly si zhodné.

Dékaz.

Otvorte si applet Tu.

Definicia (Vonkajsi uhol trojuholnika).

Vonkajsi uhol trojuholnika je uhol susedny s prifahlym vnitornym uhlom trojuholnika.

Napriklad v predchddzajucej vete je uhol ZDBC vonkajsi uhol k uhlu o = ZABC. Existenciu bodu D zabezpecuje

axioma Z1 a axiéma U2.

Tvrdenie.
Vonkajsi uhol ZDBC v trojuholniku ABC susedny k uhlu ZABC je vacsi ako lubovolny zo zvySnych dvoch
vnutornych uhlov tohto trojuholnika. Symbolicky zapisané

/DBC > /BCA azaroven /DBC > /BAC.

Doékaz.
Staci, ked dokazeme platnost prvého a druhého pripadu. Budeme dokazovat sporom.

1. Nech plati ZDBC =~ /BC A a zaroven nech AC =~ BD, potom AACB =~ ADBC.

Otvorte si applet Tu.
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Odtial dostavame

/ABC =~ /BCD.
Zaroveh zo zhodnosti ZDBC =~ /BC A a z tvrdenia o susednych uhloch dostdvame ZABC =~ /BCY, kde Y

—

je bod na polpriamke AC taky, ze u(ACY).

— — — —
Polpriamky CD,CY obe zvieraju s CB rovnaky uhol, pricom body D, Y leZia na tej istej strane od CB (su oba
na opacnej ako A). To je spor s axiomou Z4.

2. Nech plati
/DBC < /BCA,
— —y —>

potom existuje polpriamka C'Z medzi polpriamkami CB, C A tak, ze plati

/BCZ =~ /CBX.

’ ’ . I q v 7 H s

Teraz tento pripad prevedieme na prvy pripad, ktorého platnost sme uZ dokazali. Polpriamka CZ pretina
usecku AB (veta o priecke uhla, Chalmovianska, str. 19) v bode E. Potom v trojuholniku EBC je vonkajsi uhol
pri vrchole B zhodny s vnutornym uhlom pri vrchole C. To je ale predpoklad prvého pripadu. To vsak viedlo k
sporu, preto nemdze nastat ani druhy pripad.

3.V dalSich dvoch pripadoch /CBD = /A; Z/CBD < /A postupujeme analogicky.

3. Pripad /BAC = /CBD
Veta o susednych uhloch o /CBAX~/BAC' 2w
Uhol w = ZBAC' je vonkajsi pri vrchole A

Pripad 3. sme previedli na pripad 1. /BAC' = /ABC ¢

Otvorte si applet Tu .

Poznamky.

1. Euklides tvrdenie o vonkajsom uhle (uvadza vo svojich Zakladoch ako tvrdenie T/XVI, pozrite Tu)
dokazuje pomocou zhodnosti vrcholovych uhlov. V dékaze vyuziva vlastnost (ktord blizsie
ne$pecifikuje), Ze pri "prenasani" Gseéky sa jej velkost nemeni.

2.V Euklidovom dokaze klicovym momentom je predpoklad, Ze polpriamka C@ lezi medzi
polpriamkami CTAZ,EB To Euklides pokladd za vseobecne platni Zasadu. U Hilberta je to
podloZené axidmami zhodnosti a usporiadania.

3. Zhodnost vrcholovych uhlov dokazuje pomocou vlastnosti, Ze stuet susednych uhlov sa rovna
dvom pravym uhlom. Tvrdenie T/XV, dékaz pozrite Tu.

4.V stredoskolskej matematike sa tato veta uvadza ako Teoréma vonkajsSieho uhla. Pozri Wikipédiu

Tu
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Usporiadanie

Axiémy usporiadania
Ul: Ak B leZi medzi A a C [u(ABC)], potom A, B, C su tri r6zne kolinedrne body a plati tieZ, Ze B leZzi medzi C a A.
U2: Pre fubovolné navzdjom rézne body A, C existuju body B, D tak, ze u(ABC) a u(ACD).
U3: Pre lubovolné tri navzajom rozne kolinedrne body prave jeden z nich lezi medzi zvySnymi dvoma.
U4: (Paschova axidoma, 1882) Nech priamka p neprechadza Ziadnym z nekolinearnych bodov A4, B, C.

Ak p pretina Usecku AB, potom pretina bud' Use¢ku AC alebo Usecku BC.

Definicie.
1. Nech A, B si dva rézne body. Use¢ka AB je mnozina bodov X, ktoré lefia medzi bodmi A4, B zjednotend s
dvojprvkovou mnoZinou {4, B}. Body A, B su krajné body dsecky.
AB :={X;u(AXB)}Vv X € {A, B}
2. Nech A, B su dva rozne body. Polpriamka E je mnoZina bodov Use¢ky AB a bodov X, pre ktoré plati u(ABX).
A_>B :={X € ABV pu(ABX)}
3. Nech A, B su dva rozne body. Opacna polpriamka k polpriamke A_>B je mnoZina bodov X, pre ktoré plati, Ze bod A
lezi medzi bodmi B, X zjednotenu s jednobodovou mnozinou {A}.

—
AB = {X = AV pu(BAX)}

Znazornite vietky tri situdcie v GeoGebre. Pozrite si pracu [MON].

Tvrdenie.
Pre fubovolné dva rézne body A, B plati:

— —
ABNBA = AB.

Dékaz.
Z definicie polpriamky dostavame
—
AB C ABN BA.
v, Ve v 1H —> v T A ’ s
Potrebujeme este dokdzat, ze plati ABN BA C AB. Zvolme si fubovolny bod C, pre ktory plati
— —
C e ABNBA.
1. Nech C = A alebo C = B, potom dokazovana inkltzia plati.
— — )
2.Nech C # A, C # B. KedZe C € ABN BA, tak musi sucasne platit
—
o (€ AB (horna cast appletu), v tom pripade z definicie polpriamky dostavame, ze
u(ACB) alebo u(ABC).
—
o podobne pre C' ¢ BA (dolnd Cast appletu) je bud' u(BC A) alebo u(BAC).

Sucasne moze nastat len pripad u(ABC). Zaver: z axiomy U3 dostavame: u(ABC) < C € AB.

-
| +
e P

|— )

Otvorte si applet Tu.
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Cvicenie.
Dokazte, Ze plati:

— =
ABUBA = AB.

Dokaz.
Dokaz je nutné rozloZit do dvoch krokov (dokazujeme rovnost mnozin).
—  — o — y ]
1. Nech C € ABU BA, potom treba dokdzat C' € AB . Pouzite definiciu polriamky.

—> ) — —
2. Nech C € AB, potom treba dokazat C € AB U BA. PouZite definiciu priamky.

s
Uvedomte si, Ze pre polohu (Pozri praca [CHAL, str. 16] bodu C € AB vzhladom na A, B madme mozZnosti:

—
uw(CAB), C = A, u(ACB), C = B, u(ABC). Prvé tri moZnosti znamenaju, Zze C € BA

Definicia.
Dana je priamka p a body A, B neleZiace na tejto priamke. Hovorime, Ze body A, B

e lezia na opacnych stranach od danej priamky, ak Gsecka AB tuto priamku pretina, t.j. ak na tejto priamke existuje
bod X tak, ze u(AXB)

¢ leZia na tej istej strane od priamky p, ak A = B alebo ak A # B a tUsecka AB priamku p nepretina (p N AB = 0)

B

Otvorte si interaktivny applet Tu .

Priklad.
Dané su tri nekolinedrne body A, B, C. Uréte mnoZinu (Srafovanim)
—
{X;XCNAB=0}.
Konstrukény navod Tu. Applet, v ktorom je nastroj na vyznacenie polroviny Tu.

RieSenie Tu.

Tvrdenie (separacna vlastnost v rovine, U4S).
Priamka p deli rovinu okrem bodov priamky p na dve triedy tak, Ze body leZia v tej istej triede prave vtedy, ked
leZia na tej istej strane od priamky p. (t.j. neexistuje bod X € p taky, Ze u(AXB), kde A a B st dané body).
Dékaz pozri pracu [CHAL] .

Definicie.
. 7 . 7 . A_—_> . v 7 s v
1. Nech A, B,C su dané nekolinedrne body. Pod polrovinou ABC rozumieme mnozinu bodov X, pre ktoré plati, Zze

<
prienik Gsecky XC' s priamkou AB je prazdna mnoZina, alebo jednoprvkova mnozina, ktorej prvkom je prave bod
X.

— < —
ABC = {X € Ey; XCN AB =0V XC N AB = {X}}
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_—— ——
2. Nech A, B, C su dané nekolinedrne body. Pod trojuholnikom ABC rozumieme prienik polrovin ABC, BCA,CAB.

—_— — —
ANABC := ABCNBCANCAB

Pohybujte bodmi A, B, C.

Otvorte si interaktivny applet Tu.

Pozrite si tiez definicie v praci [MON] kapitola 2: "Konvexna mnozina".
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Rovnobeznost

Definicia (Rovnobeznost).
Euklides: Rovnobézky jsou primky, které jsou v téZe roviné a prodlouzeny na obé strany do nekonecna nikde se nesbihaji.
(Servit)

Hilbert: Dve priamky su rovnobeiné (rovnobezky), ak nemaju spolo¢ny bod.

Tvrdenie (Zaklady, T/XXVII).

Ked' priamka pretinajuca dve priamky vytvara striedavé uhly navzajom rovnaké, budu tie priamky navzajom rovnobezné.

Dékaz.

Urobte si cvicenie. PouZite dosledok vety o vonkajsom uhle.

Dosledok - existencia rovnobezky.

Nech bod B neleZi na priamke p. Potom existuje priamka g takd,ze B g A p | g¢.

Dokaz.

Zvol'me si fubovolny bod A na priamke p. Zostrojme priamku t = AB (transverzéla/priecka priamok p, q).

Nasledne zostrojime priamku g : B € q tak, aby striedavé uhly pri priamkach p, q s transverzélou ¢ boli rovnaké (axiom
z4).

RovnobezZnost p, q vyplyva z vety o vonkajsSom uhle trojuholnika.

AppletTu.

Poznamka.
Dokdazanim predchadzajiceho désledku sme ukazali existenciu rovnobezky, pricom sme poufZili predchadzajice axiémy.

Teraz staci formulovat axiému, ktora zaruéi jednoznaénost - existenciu jedinej rovnobezky.

Playfairova axiéma.
Pre kazdu priamku p a pre kazdy bod B ¢ p existuje prave (najviac) jedna priamka q : B € g rovnobezna s priamkou p

(ozn.p || q).

Piaty Euklidov postulat.
A ked priamka pretinajuca priamky dve priamky tvori na tej istej strane vnutornej (prilahlej) uhly mensie dvoch pravych,

tie dve priamky prediZené do nekone&na sa zbiehaju na tej strane, kde st uhly mengie dvoch pravych.
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Tvrdenie(Zaklady, T/XXXII).

Sucet vnatornych uhlov trojuholnika je rovny dvom pravym uhlom.

Dékaz.

Pokuste sa dokazat toto tvrdenie ako cvienie. Tvrdenie T/XXXII je ekvivalentné axidme rovnobeznosti. Euklidov dékaz

najdete v kapitole "Geometria trojuholnika".
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Spojitost

Tvrdenie T/1 (Euklidove Zaklady Kniha 1, Tvrdenie I).

K danej usecke d zostrojte rovnostranny trojuholnik tak, aby tato usecka bola jednou z jeho stréan.

Dokaz.

Dbkaz ma konstrukény charakter. Euklides popisuje konstrukciu rovnostranného trojuholnika ABC pomocou kruznic

k1 = (4,d),ks = (B, d), ktoré sa pretinaju v dvoch réznych bodoch.

Poznamky.
1. V Euklidovych Zakladoch sa nenachadza axiéma alebo tvrdenie, podla ktorého je zaruena existencia spolo¢ného
bodu dvoch kruZnic!
2.V e-knihe DGS sme uz uviedli, Ze v afinnom priestore nad pofom racionalnych cisel sa kruhy nepretinaju.

3. Euklides sice nehovori o spoloénom bode dvoch kruznic, uvaddza len tvrdenie/formulaciu "... v ktorom sa kruhy
navzdjom pretinaju, ..."

4. Vyriesit tento problém je mozné sformulovanim axidom spojitosti.

Axiémy spojitosti.
S1: (Archimedova axiéma) Nech su dané usecky AB,CD. Na polpriamke A—B> zostrojme postupne body P, Py, - - -
také, ze
AP, 2P P ~-.-2PP,;---=CD.
Potom existuje jediné prirodzené ¢islo n také, ze bod P, € ABa P, ¢ AB.
$2: (Axiéma uplnosti) K bodom a priamkam v rovine uz nie je mozné pridat dalSie tak, aby vysledna geometria stale

spifiala vietky doteraz uvedené axiémy

Poznamky.
1. Euklidovska rovina je model vsetkych uvedenych axiém.
2. Euklidovska rovina je afinna rovina R? so skaldrnym stéinom definovanym na jej vektorovej zloike. PouZivame aj
ozna&enie E2.
3. Geometria, ktora spifia vietky Hilbertove axiémy (déleZita je pritom Archimedova axiéma), mdZeme v nej zaviest

meranie! Pozrite si e-knihu "Miera usecky".
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Neeuklidovska geometria

V historickom vyvoji geometrie najdeme dva vychodiskové milniky, ktoré by sme mohli charakterizovat tromi otazkami:
,Ako to vytvorit? “
,Preco to plati?“
,,Plati piaty Euklidov postulat?”

Pozrite si prace [GRE], [VAL].

‘

1. Zaciatok tejto cesty ,Ako “ patri pribliZne do obdobia dvoch tisicro¢i pred nasim letopoctom, do obdobia
mezopotamskeho a egyptského staroveku.

2. Obdobie ,Preco” zahfna obdobie od antického Grécka aZz po objavy neeuklidovskych geometrii. S Uctou k
velikdnom gréckej matematiky a filozofie treba zd6raznit, Ze mnohé grécke myslienky predbehli svoju dobu o dve

nasledujuce tisicrocia.

Objav neeuklidovskych geometrii v 19. storoci patri k najvyznamnejsim historickym etapdm vo vyvoji matematiky a mal

hiboky vplyv na vedu a filozofiu. Slovami M. Greenberga (pozrite si pracu [GRE]):

vplyve rovnako filozoficky déleZitd ako Darwinova evoluénd tedria.”

Prenikanim informacno-komunikacnych technoldgii (IKT) do Zivota spolocnosti koncom 20. storocia nasho letopoctu sa
zacala revolucia nielen v mysleni fudi ale aj v organizacii a riadeni ich prace. Pouzivanie IKT vo vzdeldvacom procese sa
stalo neodmyslitelnou sucastou moderného vyucovania. V tejto praci chceme poukazat na nové moznosti rieSenia
konstrukénych uloh v hyperbolickej neeuklidovskej geometrie vyuZitim novych ndstrojov v programe GeoGebra.
Zameriame sa na model Poincare Disc, v ktorom budeme riesit zdkladné geometrické ulohy len pouZitim

"neeuklidovského" pravitka a kruZitka.

Definicia.
Neeuklidovska geometria je taka geometria, v ktorej neplati piaty Euklidov postulat (axiéma rovnobeZnosti) ale spitia

axiomy incidencie, usporiadania a zhodnosti.

Neeuklidovské geometrie rozdefujeme do dvoch kategérii:
1. Hyperbolicka geometria, v ktorej danym bodom neleZiacim na danej priamke prechddzaju aspori dve rovnobezky.

2. Parabolicka geometria, v ktorej neexistuje Ziadna rovnobezka idica danym bodom neleZiacim na danej priamke.

V nasej praci sa budeme zaoberat len hyperbolickou rovinnou geometriou.

b 2 5
Za vychodisko pre hyperbolicku rovinu si vezmeme dvojdielny hyperboloid Z—: + Z—Q — i_: =1
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Dynamicky hyperboloid si otvorite Tu.

Uskutoénime dve operdcie:

1. Operdcia "stotoznenie" kazdych dvoch bodov hyperboloidu siumernych podla jeho stredu. Takouto operaciou
redukujeme dany hyperboloid len na jednu jeho ¢ast. Takto definovanu dvojicu bodov nazyvame zdruzené body. V
dalsich avahach budeme pracovat len s jeho jednou ¢astou hyperboloidu, napriklad s "hornou ¢astou".

2. Operacia "prienik" bude predstavovat rez hyperboloidu stredovou rovinou, ktora je uréend dvomi réznymi bodmi
(dvomi zdruzenymi dvojicami bodov) a stredom hyperboloidu. Teoreticky stredova rovina méze byt trojakého typu:

redlne pretina hyperboloid v hyperbole, méze sa dotykat hyperboloidu alebo ho nepretina v redlnom prieniku.

Teraz mbzeme definovat zakladné primitivne pojmy pre hyperbolickl geometriu.

1. Bod hyperbolickej roviny je trojakého typu:
= vlastny bod hyperboloidu je dvojica A, A’ zdruZenych bodov, ktord nazyvame h-bod
= nevlastny (limitny) bod C,, hyperboloidu (stotoZznené body na nevlastnej kruznici) nazyvame nevlastny
bod 1. druhu
= nevlastné body priestoru Euklidovského priestoru, ktoré na ploche hyperboloidu nelezia, nazyvame
nevlastny bod 2. druhu
Napriklad bod A (spolu so zdruzenym bodom A') hyperboloidu je vlastny h-bod hyperbolickej roviny.
2. Priamka hyperbolickej roviny je krivka, ktord vznikne ako prienik (rez) hyperboloidu s fubovolnou stredovou
rovinou?). Kede rezy takych rovin mézu byt trojakého typu, existuju tri typy hyperbolickych h-priamok.
= ak prienikom stredovej roviny s hyperboloidom je hyperbola, tak tuto krivku (hyperbolu) nazyvame h-
priamka
= ak prienik obsahuje len povrchovi priamku asymptotickej? kuzelovej plochy (rovina sa dotyka
hyperboloidu v nekonetne), tak tento prienik budeme povaZovat za nevlastni h-priamku 1. druhu
(rovina hyperboloid realne pretne v komplexne zdruZenych rovnobezkach)
= nepretina hyperboloid, tak rezom je imaginarna kuZelosecka (elipsa), ktori nazveme nevlastnd h-

priamka 2. druhu.
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Otvorte si interaktivny applet Tu.

Poznamky.

1.

2
3

Stredova rovina (priamka) je rovina (priamka) prechadzajuca stredom O hyperboloidu.

. Asymptoticka kuzelova plocha je rotacna plocha, ktora sa dotyka rotacného hyperboloidu v nevlastnej kuzefosecke.

. Nevlastny (limitny) bod C., hyperboloidu (stotoZznené body na nevlastnej kruznici) nazyvame nevlastny h-bod 1.

druhu.

. Nevlastné body priestoru Euklidovského priestoru, ktoré na ploche hyperboloidu nelezia, nazyvame nevlastny h-

bod 2. druhu.

. KedZe rezy stredovych rovin s hyperboloidom méZzu byt trojakého typu, existuju tri typy hyperbolickych h-priamok:

o ak prienik obsahuje len povrchovu priamku asymptotickej kuZelovej plochy (rovina sa dotyka hyperboloidu v
nekonecne), tak tento prienik budeme povaZovat za nevlastni h-priamku 1. druhu (rovina hyperboloid
realne pretne v komplexne zdruzenych rovnobezkach)

o ak stredova rovina nepretina hyperboloid, tak rezom je imaginarna kuzelosecka (elipsa), ktoru nazveme

nevlastna h-priamka 2. druhu.
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Modely

Poincarée model

2
o model vznikne ako stredovy priemet dvojdielneho hyperboloidu z—: + Z—Z i—j =1
o stred premietania je vrchol V' = (0,0, —1) (spodna ¢ast) hyperboloidu

o premietame do roviny kolmej na os hyperboloidu, ktord prechddza stredom hyperboloidu O = (0,0, 0).

0
1
1
i StredPremietania
T
1
!
)

Dynamicky obrazok si otvorite Tu.
2
e priemetom hyperboloidu Z—j + % — z—j = 1 je zrejme otvoreny kruh w = (O, r<1)

¢ tento otvoreny kruh so stredom O sa nazyva Poincare Disc

Tvrdenie

1. Priemetom h-bodu (vlastného) hyperboloidu je zrejme vnitorny bod kruhu (O, r = 1).

2. Priemetom h-priamky (hyperboly) je otvoreny kruznicovy obluk kruhu, ktory je kolmy na jeho hranicu w.

Dékaz

1. D6kaz prvej Casti tohto tvrdenia vyplyva z vlastnosti stredového premietania, v ktorom sa kuZelova plocha

obalujtca hyperboloid zobrazi do kruznice (O, r = 1). To znamend, Ze [ubovolny bod hyperboloidu sa zobrazi do
vnutra kruhu w(0, r < 1).

2. Dokaz druhej Casti o priemete h-priamky (redlne stredovej hyperboly) rozdelime na dve etapy i. a ii.

i. Nech A, A’ je dvojica zdruZenych bodov hyperboloidu a nech A;, A} su ich stredové priemety. Pre suicin

vzdialenosti a;, a} bodov A;, A} od stredu O hyperboloidu plati:
axap = [L(VE T -1 x [A(/EF1+1)] =1

Dokaz toho, Ze sucin vzdialenosti |04, | x |0OA]| je kontantny je prezentovany v nizsie priloZenom applete.
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Dynamicky obrazok si otvorite Tu.
ii. Musime eSte dokazat, Ze priemety h-bodov A h-priamky (hyperboly) v oznaéeni A; lezia na kruznici kolmej na
kruznicu w(O, r=1). Dokaz je v dalSej kapitole tejto prace. Pri dokaze budeme potrebovat tvrdenie o

mocnosti bodu ku kruznici.

Mocnost bodu ku kruZnici
Je dana kruznica k(Sk,rk) a bod O, leZiaci zvonka kruZnice. Nech p je se¢nica kruznice k vedend bodom O a nech A4, 4]
su priesecniky secnice p s kruznicou k(Sk,rx). Pod mocnostou bodu O ku kruZnici k(Sk, %) rozumieme &islo m, pre ktoré

plati: m = |OA;|.|0A]].

Viac o mocnosti bodu ku kruznice najdete v kapitole Mocnost bodu ku kruznici Tu. Vlastnost mocnost staéi vhodne
aplikovat na nas pripad. llustraciu tvrdenia o priemete h-priamky prezentuje nasledujuci applete. Podrobny dékaz (€asti
ii.) ndjde Citatel v dalSej podkapitole s nazvom "Hyperbolicka priamka". Pozrite si tieZ kapitolu "The Poincaré Disk Model"

v praci [HIT].

Beltramiho-Kleinov model

Model vznikne ako stredovy priemet dvojdielneho hyperboloidu do roviny kolmej na os hyperboloidu, pricom
o stred premietania je stred hyperboloidu - bod O = (0,0, 0)
o rovina, do ktorej premietame je dotykova rovina hyperboloidu v jeho vrchole V = (0,0, 1)
o priemetom hyperboloidu Z—: + z—j — i—j = ljeotvorenykruhk = (V,r=1),aka=b=c=1
o kruh s vrcholom V a polomerom r» = 1 sa nazyva Klein Disc

o priemetom h-bodu (vlastného) hyperboloidu je zrejme vnutorny bod kruhu.

Zhrnutie
1. Bodmi Beltrami Kleinovho modelu su body Klein Disku.

2. Priamkami su tetivy tohto disku.
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V obidvoch hyperbolickych modeloch (Beltrami a Poincaré) neplati axiéma rovnobeznosti.

1.

V obidvoch pripadoch existuje viac ako jedna rovnobezka.

. Existencia rovnobezky vyplyva z prvych skupin axiom.

2
3.
4

V modeli "Sféra" nemame zarucenu ani existenciu rovnobezky.

. Kleinov disk a Poincaré disk si modely, ktoré vznikni aj premietanim do vhodnej roviny. Pozri Disk a

hyperboloid.

. Vyhodou modelu Klein je, Ze priamky v tomto modeli si euklidovské (rovné) tetivy. Nevyhodou je, Ze model nie je

konformny (kruhy a uhly st skreslené).

. Neeuklidovska hyperbolickda geometria reprezentovana Poincare diskom je konformna.
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Hyperbolicka priamka

Pokracovanie dékazu tvrdenia o priemete h-priamky, v ktorom vyuZijeme tvrdenie o mocnosti bodu ku kruznici.

Tvrdenie
Priemetom h-priamky (hyperboly) do Poincaré disku je otvoreny kruinicovy oblik, ktory je kolmy na hranicu kruhu
w(0, r <1).

Pri dokaze budeme potrebovat aj pojem dvojice inverznych bodov a pojem poldrneho prvku v kruhovej inverzii. Viac o kruhovej

inverzii ndjdete v kapitole Kruhova inverzia. Najskoér dokdzeme lemu:

Lema

Nech je dana kruhovd inverzia uréend kruznicou - hranicou kruhu w(O, r< 1) a nech bod A’ je obrazom bodu A v tejto
kruhovej inverzii. Zvolme si [ubovolnl ale pevne zvolenu kruZnicu k prechadzajlcu dvojicou inverznych bodov A4, A'. Ak
kruznica k pozostava vylucne len z dvojic inverznych bodov vzhladom na kruznicu - hranicu kruhu w(O, r < 1), tak

kruznica k pretina kruznicu - hranicu kruhu w(O, 7 < 1) kolmo.

Dokaz
1. Nech body A, B su priemety bodov h-priamky AB. Pozrite si priloZzeny obrazok.
2. Podla predchadzajucej ¢asti dokazu (i.) plati
|OA| x |0A| = |OB| x |0B'| = 1.
3. Odkial: bod A’ je obrazom bodu A aj v kruhovej inverzii (O, r = 1). Podobne to mézeme povedat aj o bodoch
B,B.
4. Nech k je kruZnica uréenad bodmi A, A', B, potom v désledku mocnosti bodu O ku kruZnici k bude aj bod B' bodom
kruznice k.
5. Teraz uvazujme o dotykovych bodoch P, @ na doty¢niciach z bodu O ku kruznici k.
6. Mocnost bodov A4, B, P, Q ku kruZnici k
|0B| x |0B'| = |OP = |0Q[* = 1
7. Z toho vyplyva, Ze body P, Q su samodruZné v kruhovej inverzii (O, r = 1).
8. Priamky 0(—P>,<O—Q> su doty&nice ku kruznici k. Odkial g'?J_ O%Pi g'?J_ <O—P>
9. KruZnica k je kolmé na kruZnicu w.

Tym je dokaz lemy ukonceny.

“... Nech body 4, B st priemety bodov h-priemky AB. -

N

kruznica: k(A, A', B)

Kruznica/k je kolma na kruznicu w

N

Otvorte si applet v programe GeoGebra - dokaz Tu. Pozrite si tieZ pracu [HYP].

V désledku lemy a predchadzajucich ¢asti dékazu mézeme vyslovit tvrdenie.

Priemetom h-priamky AB je otvoreny obluk 1% na kruznici k.
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Poincare diskovy model (tieZ sa pouZiva oznacenie Poincaré Disc) hyperbolickej roviny je prezentovany v euklidovskej

rovine ako otvoreny kruh |\omega =\Ibrace{(x, y) : x*2 + y2 &lt; 1; x,y \in \mathcal{R} }\rbrace | Euklidovsku geometriu roviny

mbzeme povazovat za ,ontolégiu pozadia“.
V predchdadzajucej ¢asti sme uviedli, Ze tento otvoreny kruh je stredovym priemetom dvojdielneho hyperboloidu. Uviedli
sme tvrdenie, Ze v Poincare diskovom modeli pre hyperbolické body a hyperbolické priamky plati:
o vlastny bod je vnutorny bod kruhu, ktory je priemetom vlastného h-bodu hyperboloidu;
o koncovy bod (resp. nevlastny bod) leZiaci na hranici kruhu, ktory je priemetom nevlastného bodu 1. druhu;
o priamka je otvoreny kruznicovy obluk kruhu - je priemetom h-priamky (hyperboly), pricom tento obluk lezi
na kruznici kolmej na hranicu kruhu
Zostrojit bod v Poincaré modeli znamena zostrojit bod vo vnatri kruhu w, ¢o nie je Ziadny problém.
Pri zostrojovani hyperbolickej priamky uréenej dvoma bodmi kruhu s vyhodou vyuZijeme vlastnosti kruhovej inverzie a
konStrukcie

popisané v predchadzajucom dokaze.

Poznamky
1.V dalsej podkapitole navrhneme v prostredi GeoGebra konstrukciu a zaroven aj nastroj na zostrojenie hyperbolickej
priamky uréenej dvoma réznymi bodmi v Poincare modeli disku. V konstrukcii vyuZijeme inverzné body.
2. Pri rieSeni konstrukénych uloh v Poincaré modeli potrebujeme okrem konstrukcie hyperbolickej priamky potrebovat

aj konstrukciu kruznice a dalsich zakladnych euklidovskych konstrukcii (kolmica, os Usecky a pod).

46



Nastroj hPriamka

Poznamky.
1. Konstrukcie v Poincaré Disku si ulah¢ime, ak v GeoGebre vytvorime vlastné ndstroje, ktorymi sa "vykresli" resp.
zostroji pozadovany Utvar.
2. Vychadzame z tvrdenia, Ze h-priamka sa zobrazi do kruznicového obliku, ktory lezi na kruznici kolmej k Poincare
disku.
3. Najskér musime popisat konstrukciu, ktord vytvori pozadovany kolmy oblik (obraz h-priamky).

4. Potom pomocou makier vytvorime ndstroj, pomocou ktorého sa zostroji pozadovany kolmy obluk.

Priklad (Vytvorenie nastroja).
Dany je kruh w(O,r =1) a body A, B leZiace vnutri kruhu, pricom uUsetka AB nie je priemerom. Zostrojte obraz

hyperbolickej h-priamky urcenej bodmi A, B v prostredi GeoGebra.

RieSenie - zostrojenie kruznicového obluka v Euklidovskej rovine
Predpokladajme, Ze aspon jeden z bodov A, B je vnutorny bod kruhu w a je rézny od stredu O. Podla uz dokazaného
tvrdenia je hladana h-priamka kruznicovy obluk, ktory je urceny bodmi A, B a zaroven leZi na kruZnici kolmej ku kruhu

w(0,r = 1). Pozrite si nasledujuci obrazok.

Postup euklidovskej konstrukcie.
1. V kruhovej inverzii w(O, r = 1) zostrojime obrazy A’, B’ bodov A, B.
2. Zostrojime kruznicu k uréent bodmi A, A’, B' alebo bodmi A, B, B'. Ndjdeme priese¢niky K, L.
3. Na kruznici k(Sk, 7) vyznac¢ime mensi z oblikov, ktoré sd uréené krajnymi bodmi K, L.

4. Mensi obluk je hladany obraz hyperbolickej priamky AB. Tuto konstrukciu si otvorite Tu.

Konstrukciu kruznicového obluka, ktora zohladnuje aj pripady
a. Usetka AB je priemerom kruznice w(O,r = 1) - v konstrukcii tento pripad ma nazov "Diameter"
b. obidva body A, B lezia na kruznici w(O,r =1) ale nie su priemerom - v konstrukcii tento pripad méa nazov
"Nevlastne",

najdete v nami vytvorenom applete Tu.

Tuto konstrukciu si uloZzte do vasho PC napriklad pod nazvom "h-Priamka". Tato konstrukcia bude vychodiskom pre
vytvorenie Nastroja "hPriamka" v GeoGebre, pomocou ktorého sa narysuje obraz h-priamky v Poincaré modeli.
Postup na vytvorenie nastroja "hPriamka" v GeoGebre, pomocou ktorého sa narysuje obraz hyperbolickej priamky v
Poincare modeli.

1. Spustite program GeoGebra a otvorte si subor uloZeny s nazvom "h-Priamka".

2.V zékladnom Menu programu GeoGebra vyberte moznost "Vytvorit novy néstroj".

3. Postupujte podla pokynov pre vytvorenie nastroja:

o ako vystupné objekty vyberte oblik "hPriamka" (otvorte si aj algebraické okno)
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o ako vstupné objekty vyberte body: A, B
o vhodne pomenujte nastroj, napr. "hPriamka", vyberte predtym vytvoreny obrazok pre ikonu
o v napovedi uvedte napr. "Ukaz dva body a potom klikni na kruznicu"
o zaskrtnite poli¢ko "Ukdzat na palete nastrojov" (nie je nutné).
4. Ak u? vidite novu ikonku nastroja hPriamka, tak v tejto konstrukcii kliknite v stipci Subor na Novy.

5. Nakresna je "Cista" ale ikonka hPriamka je tam (ak nie, tak PrispOsobte paletu ndstrojov) . Teraz si vytvorte kruznicu

(O,r = 1) avhodne zvdcsite plochu narysne. UloZte si tento sibor napr. s ndzvom Nastroj hPriamka.

Nami novovytvoreny nastroj hPriamka v GeoGebre na zostrojenie obrazu h-priamky v modeli Poincaré Disc w s
polomerom r = 1 si mbZete otvorit Tu (je umiestneny vpravo na liSte nastrojov).

Pouzivanie nastroja hPriamka je analogické ako v euklidovskej rovine. Najskor si zvolte dva rézne body vo vnutri kruhu w -
pomocou nastroja Bod. Potom aktivujte nastroj hPriamka a program vykresli kruznicovy obluk, ktory je priemetom h-

priamky (hyperboly).

Cvicenie.
Vytvorte Nastroj/Ikonu v GeoGebre, pomocou ktorého sa vykresli obraz hyperbolickej Usecky (¢asti hyperboly) v modeli
Poincare Disku.
Vyuzite kompletnu konstrukciu hPriamky.
Pokracujte v tejto konstrukcii krokmi:
1. zostrojte stred obluka "hPriamka", ktory oznacte napr. Sy,
2. potom zostrojte obluk s ndzvom "hUsecka" uréeny stredom §;, a krajnymi bodmi 4, B a

3. nasledne vytvorte GeoGebra ndstroj s rovnakym nazvom "hUsecka".

Porovnajte vase rieSenie s rieSenim Tu.
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Nastroj hKruznica

Nech st dané dva rézne body S a A na hyperboloide.

1. Uvaiujme o kruinici k= (S;r=|SA|), ktorej vSetky body su bodmi hyperboloidu. Symbolicky:
VXek=XecHYP.

2. Nech bod B je stredovo simerny k bodu A podla stredu S, potom bod B je tieZz bodom kruznice k a zéroveri
bodom hyperboloidu.

3. Nech p je uréend bodmi A, S a bodom StredPremietania. Tato rovina pretina dany dvojdielny hyperboloid v
hyperbole (v applete ¢ervena krivka).

4. Zostrojme dotycnice k tejto hyperbole v bodoch A4, B a ich priesec¢nik S;.

5. Potom plati nasledujice tvrdenie, ktoré uvadzame bez dokazu. K dékazu su potrebné SirSie znalosti stredového

premietania kuzeloseciek.

Tvrdenie

Priemetom kruznice k= (S;r=|SA4]|) do stredovej roviny (Poincaré disku

|\sma|| \omega= \Ibrace{x"2+y"2&lt; 1; x,y \in \mathbb{R} )\rbrace |) je kruznica k' = (Sy;r = |51 4']),

B/BodKrznice

A-BodKruznice

e T < .
’ .
- Stredprm N

Otvorte si interaktivnu konstrukciu Tu a pohybujte bodom "StredKruznice".

Poznamka.
Na zaklade tohto tvrdenia mézeme uskutoénit konstrukciu, pomocou ktorej zostrojime kruznicu v Poincaré disku uréent
stredom S a bodom A a na zaklade tejto konstrukcie aj ndstroj v GeoGebre pomocou, ktorého narysujeme kruznicu v

modeli Poincaré Disc.

~ Nakresha B ~ Geometrické okno 2 [
L sc- L src~
i

! ; P
Zostrojte hyperbolicki kruznicu k uréent stredom Sy a bodom A : k(A,r & 5,4). Poincaré Disc: w = {z* +3* < L;z,y € R}

'
o -

1. Oblik « = Spd; S jeho stred a S, obraz v kruhovej inverzii w
2. Obliik 51a ; (55 L04) A (S, = 5.8 N PQ)

3. B — obraz bodu A v kruhovej inverzii §

4. Dotyenice tp,t} k obliku ¢ cez B, B’

5. Stred euklidovskej kruznice je § =tp Nt}

6.0 = (S,r = S5B.. 2 AB)
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Otvorte si applet Tu.

Poznamka.

Teraz uz mame tri zdkladné (euklidovské) nastroje: hPriamku hUsecku a hKruznicu v Geogebre.

DEENECEENEEE .

M

Otvorte si applet Tu.

50


https://www.geogebra.org/m/usqsqqdr
https://www.geogebra.org/m/ct3zsary

Poincare disk

Zn

Zakladné "hyperbolické" konstrukcie v Poincaré Disku |\omega = \lbrace{x"2+y"2&ilt; 0; x,y \in \mathbb{R} }\rbrace|, ktoré su

zovseobecnenim euklidovskych konstrukcii, su prezentované formou rieSenych uloh. Pri rieseni uloh z neeuklidovskej
geometrie je vhodné, aby ste si najskor stiahli applet "Poincaré Disk" vytvoreny v prostredi GeoGebra. Pomocou tohto
appletu vieme zostrojit hyperbolickd Usecku a priamku; kruznicu uréentd stredom a bodom resp. polomerom; vieme urcit

vzdialenost dvoch bodov.

=] Al elol <IN=] «]alc] 7

Poincaré Disk si mozete stiahnut Tu

RieSené ulohy z neeuklidovskej geometrie.
1. Zostrojte rovnostranny trojuholnik ABC' pomocou hyperbolickych kruznic k1 = (A, AB), k2 = (B, AB) (pozrite si
Euklidovo tvrdenie T/I).
RieSenie Tu.
2. Zostrojte hyperbolickd priamku p C w, ktora je osou Use¢ky a = AB, kde A, B € w.
Ndvod:
a. Vyuzitim Euklidovho tvrdenia T/I zostrojte hyperbolické rovnostranné trojuholniky ABC, ABC’, kde C’ je
sumerny bod podla priamky AB.
b. V trojuholniku ABC zostrojte os prechddzajdcu vrcholmi C,C’.
c. Vyuzite Euklidove tvrdenia T/IX a T/X.
d. RiesSenie Tu.
3. Zostrojte hyperbolickd kolmicu o C w na hyperbolickd priamku o = AB, ktora prechadza bodom P € a. Pomocou
dotycnic k hPriamkam AP, PC ukazte, Ze uhly pri pate kolmice su pravé.
Ndvod: Vyuzite Euklidove tvrdenia T/XI a T/XII.
4. Zostrojte hyperbolicki rovnobezku k hyperbolickej priamke a = AB, ktora prechadza bodom P ¢ a. VyuZite

vlastnost striedavych uhlov.

Poznamka.
Euklidove tvrdenia vyuZivané v tejto Casti platia aj v hyperbolickej geometrii, kedZe su nezavislé na piatom Euklidovom

postulate.
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Cvicenie |

Cvicenie.
1. Dokazte, Ze
a. Existuje prave jedna os uhla. Kniha |, Tvrdenie IX.
b. Kazda nenulova usecka ma prave jeden stred, a ten je jej vnutornym bodom. Kniha |, Tvrdenie X. Pozrite si
euklidovsku konstrukciu osi Gsecky Tu.
c. Rieste ulohy (napr. €. 3, 11 a 12 ) zo zbierky " Zakladné euklidovské konstrukcie" Tu. Pokuste sa o rieSenie aj
dalsich uloh.
2. Nech v rovnoramennom trojuholniku ABC plati, Ze uhol pri zakladni trojuholnika je dvojnasobkom uhla pri vrchole
C. Overte, 7e dizka ramena a dizka zékladne st v zlatom pomere. Pozrite Euklidove Zaklady Kniha Il, Tvrdenie XI a
otvorte applet Tu.

Pomoc pri rieseni tlohy: Do trojuholnika vpiste trojuholnik ADB s nim podobny

otvorte applet Tu

a aplikujte Euklidovo tvrdenie Kniha 1., T/IV a T/V. Viac o zlatom pomere najdete v prezentdcii Tu.
3. Ukdzte, ze uhloprietky obdiZnika su zhodné a 7e sa navzajom rozpoluju. (Vytvorte applet, ktory bude interpretovat
tato vlastnost.)
4. Pomocou tvrdenia "Uhlopriecky obdiZnika su ..." ukazte:
Ak je ABC pravouhly s pravym uhlom pri vrchole C, potom vsetky jeho vrcholy lezia na kruznici, ktorej priemerom
je strana AB.
5. Ukazte, Ze plati:

— =
ABUBA = AB.

Uvedomte si, Ze pre polohu bodu X vzhladom na A,B mame moznosti:
w(XAB), X = A, u(AXB), X = B, u(ABX).
6. Uvedte definiciu opacnej polroviny. (Pozrite si pracu: Monoszova, G.: Planimetria.)
7. Dané su tri nekolinearne body A, B, C. Urcte mnozinu (Srafovanim)
—
a. {X;XCnAB =10}
—
b. {X; XC N AB + }
— —
c. {X;XC NAB =0}
—
d. {X;XC N AB =0}

Pouzite applet, v ktorom je nastroj na vyznacenie polroviny.
Zakladné hyperbolické konstrukcie v Poincare Disku \omega = \Ibrace{x"2+y"2&lt; 0; x,y \in \mathbb{R} Nrbrace .

8. Zostrojte rovnoramenny trojuholnik ABC so zdkladriou AB pomocou dvoch zhodnych hyperbolickych kruznic
(kruznice s rovnakym polomerom). Pomocou dotyc¢nic k hPriamkam AB, AC a k hPriamkam AB, BC urcte velkosti
uhlov pri zékladni a presvedc¢te sa, Ze maju rovnaku velkost. Riesenie Tu.

9. Najdite stred kruZznice(pozrite si Euklidovo tvrdenie: Kniha Ill, T/1). RieSenie Tu.

10. Zostrojte hyperbolickd kolmicu o C w na hyperbolickd priamku a = AB, ktora neprechadza bodom P ¢ a.

Ndvod: Vyuzite Euklidove tvrdenia T/XI a T/XII.
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11. Zostrojte kruznicu vpisanu (resp. opisanu) do trojuholnika ABC (pozrite si Euklidovo tvrdenie: Kniha IV, T/IV (resp.

V).

Poznamky.
1. Pri dokazovani pripadov 1a, 1b najskor ukazte existenciu daného Utvaru a potom jeho jednoznacnost.
2. Cvicenie 2. Ukazte, Ze zakladfa trojuholnika ABC je stranou pravidelného patuholnika vpisaného do kruznice k a
rameno trojuholnika je jeho uhloprieckou.

3. Kolmé kruznice. Zaklad Tu. Kompletna konstrukcia Tu. GeoGebra s nastrojom "Kolma kruznica" je Tu.
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Geometria trojuholnika

Definicia (trojuholnik v Hibertovom axiomatickom systéme).
R e B
Nech A, B, C su dané nekolinedrne body. Pod trojuholnikom ABC rozumieme prienik polrovinABC, BCA,CAB.

AABC := ABCNBCANCAB

ABC
(]
X
ACB
A
BCA Pohybujte bodmi A, B, C.

Otvorte si applet Tu.

Zakladné pojmy.
1. Body A, B, C su jeho vrcholy.
2. Jednotlivé usecky AB, BC, AC su strany AABC.
3. Vrcholy a strany tvoria spolu hranicu trojuholnika AABC.
e s T
4. Body, ktoré su zérovenr vnatornymi bodmi polrovin ABC, BC A, C AB su vnutorné body alebo vnutro AABC.

5. Body, ktoré nelezia ani na hranici ani vnutri AABC, su vonkajSie body alebo vonkajSok AABC.

¢ B

Applet Tu.

Poznamky.
1. MnoZinové pofatie pojmu trojuholnik je vhodné pre S$
Trojuholnik ABC je mnoZina vSetkych bodov, ktoré sucasne leZia v polrovinach ABC,BBA, CZB, pricom body
A, B, C su nekolinedrne.
2. Pojem trojuholnika vhodny pre 2. stupefi Z5

Nech A, B, C su tri nekolinedrne body. Trojuholnik ABC je ¢ast roviny ohrani¢end Gseckami ABC.

Za zakladné vety (vlastnosti) trojuholnika povazujeme nasledujuce dve vety:
1. Veta o sucte vnutornych uhlov v trojuholniku.

2. Trojuholnikovl nerovnost.
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Veta (Sucet vnutornych uhlov).

Sucet vSetkych vnutornych uhlov v trojuholniku je priamy uhol (velkost je rovna 180°).

Euklides pri dokaze tejto vety sa opiera o tvrdenia (pozrite si podkapitolu Vety o trojuholniku)

e T/XXIX - "Priamka pretinajica rovnobezky vytvdra striedavé zhodné uhly a vonkajsi uhol sa rovnd

opacnému vnutornému uhlu a sucet vnutornych uhlov na tej istej strane sa rovnd dvom pravym

uhlom."

* T/XXXI - "Danym bodom je mozné zostrojit priamku rovnobeznu s danou priamkou"

Interpretacia - existuje mnoho appletov, ktoré interpretuju vetu o sucte vnutornych uhlov. Aktivujte si dva, v ktorych:

ALY f— v s , z

° — ow Interior Angles Slide Me! /
] & < e

Show Exterior Angles
@
B
A HH
Presurite vrcholy tak, aby sa prekryvali. Applet Tu V nasledujucom applete aktivujte posuvnik. Applet Tu

Euklidov dokaz - applet Tu.

A Je dany trojuholnik ABC

!
I
E ! Zostrojme priamku ¢: C € gA g || p ... tvrdenie XXXI
L]
/

!
/ Striedavé uhly {BAC, {ACE st zhodné ... tvrdenie XXIX

Vonkajsi uhol {ECD je zhodny s vnttornym £ ABC ... tvrdenie XXIX

Odkial dostdvame £{ABC + {BCA+ {CAB = 180°
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Kategorizacia trojuholnikov

Trojuholniky mézeme rozélenit podla viacerych kritérii, napriklad podla:
I. dizky jeho stran

II. velkosti najvdcsieho vnutorného uhla.

Vzhladom na diky (velkosti) stran v danom trojuholniku rozdelujeme trojuholniky do troch skupin
1. Rovnostranny trojuholnik - vietky strany trojuholnika maju rovnakd dizku (sd navzajom zhodné).
2. Rovnoramenny trojuholnik - prave (len) dve strany rovnakej dizky (st navzajom zhodné).

3. RAznostranny trojuholnik - véetky strany maju rozli¢nu dizku (Ziadne dve strany trojuholnika nie st zhodné).

O\

Rovnostranny Rovnoramenny Réznostranny

Poznamka
Zdovodnenie, Ze neexistuje viac druhov trojuholnikov vyplyva z dichotomického hladiska. Pre tri velkosti stran (resp. pre
tri &isla: a, b, ¢ méZu nastat len pripady:

lLa=b=c2a=b#c¢3.a#ba#cb#c

Vzhladom na velkosti velkosti najvacsieho vnutorného uhla rozdelujeme trojuholniky do troch skupin
1. Ostrouhly trojuholnik — md v3etky vnutorné uhly mensie ako 90° (tri ostré uhly).
2. Pravouhly trojuholnik — ma prave jeden vnitorny uhol s velkostou 90° (jeden pravy uhol).

3. Tupouhly trojuholnik — ma prave jeden vnutorny uhol vacsi ako 90° (tupy uhol) a ostatné uhly ma ostré.

. ostrDUth e s Pravouh’y S Tupouhl‘y

V priloZzenom applete "Rozdelenie trojuholnikov" méZzete generovat rézne typy trojuholnikov tak, Zze budete pohybovat
vrcholmi trojuholnika. Vytvorte rézne typy trojuholnikov, ktoré su charakterizované velkostou stran a velkostou uhlov.
Najdite napriklad taku polohu vrcholov trojuholnika, aby bol pravouhly a sucasne rovnoramenny (ak taky existuje).

Pokuste sa zodpovedat otazku: Kolko réznych typov trojuholnikov redlne vznikne?
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Rozdelenie trojuholnikov

Podrla vel'kosti viitornych uhlov: Podla dizok stran:

Ostrouhly trojuholnfk Rovnostranny trojuholnik

Vaetky 1ri strany st zhodné.
ma v3etky uhly ostré.

Pohybujte vrchelmi 2 sleduj rézne typy trojuhoinitkov

Applet otvorite Tu.

Uloha.
Najdite dizku strany rovnostranného trojuholnika, ktorého vrcholy majui od nejakého vnutorného bodu vzdialenosti 5, 7,

8. Praca [LAR] (Larson, Priklad 8.1.16, Tu)

RieSenie.
1. Geometrické modelovanie/rieSenie pomocou GeoGebry vhodné aj pre zakladné skoly.

Menime velkost posuvnika a tak, aby CD = 8.

2. Konstrukéné riesenie

Applet otvorite Tu.

3. Algebraické rieSenie pomocou kosinusovej vety vhodné pre stredné sSkoly

a = cos~! (214
- 70

B =cos™! (% (z— 113))

x—64—25=—-2-5-8-cos! (2 T — cos 1 (z;g‘l) — cos! ("711213)) Applet Tu
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Vybrané vety o trojuholnikoch

Definicia (Deliaci pomer).

Nech A, B,C su tri kolinedrne body také, Ze A # B,C # B. Deliaci pomer bodu C vzhladom k bodom A, B rozumieme

redlne &islo A (oznadenie (ABC)), pre ktoré plati

_ |AC|
(4BC)| = 2.

Prebod C ¢ AB je (ABC) > 0aprebod C € ABje (ABC) <0.PreC = A jezrejme (ABC) = 0.

Poznamky.
1. V niektorej literattre sa pod deliacim pomerom troch réznych kolinedrnych bodov rozumie realne ¢islo A, pre ktoré
plati:
—
C=A+X-AB.
Takuto definiciu pouziva aj GeoGebra.
2. Deliaci pomer stredu usecky je rovny -1. Dokazte to.

3. Pre tri r6zne kolinedrne body plati:

1. = H = 1
(BAC) = (ABC)’ (ACB) =1 - (ABC); (CAB)= 1-(4BC) *

Dokazte to.

4.V rovine su dané dva pevne body A, B. MnoZina vietkych bodov X tejto roviny, pre ktoré plati

|AX]
|BX| k,

kde k je redlna konstanta, je kruZnica. DokaZte to a vytvorte konstrukciu v GeoGebre.

Cevova veta.

V trojuholniku ABC sa priamky AK, BK,CK, kde K je vnutornym bodom trojuholnika ABC a D, E, F su body leZiace na

strandch odpovedajucim protilahlym vrcholom trojuholnika, pretinaju v jednom bode prave vtedy, ak plati:

Giovanni Ceva bol taliansky matematik Zijuci na prelome 17. a 18. storocia. Cevova veta stanovuje podmienku, kedy maju

tri priamky prechadzajice vrcholmi trojuholnika spoloény bod. Uvedieme jej prvu ¢ast dbkazu, ktory ma konstrukény
charakter.

Dokaz.
1. (=): Ak sa priamky pretinaju v jednom bode, tak S = 1.

AF BD CE
X=X =1

Ak bod & je vmitorny bod trojuboln ika ABC, tak plati: §
BF " DC " EA

% podobnosti trojuholn fkov dostdvame:
O~ -3 O-
1 FB - BC 2

BD _ DF DI
|:|T3 =% L Bp=—acx 2R

AC T AK AK AppJ_e_tﬂL
DT4 DO _DK _ po gy DK
AH ~ 4K AK
v 7 S,
kY / BD TAG .,

“Odkdal dostdvame —— = S
50 DC " AH

Po dosadeni do vztahu 5 dostdvame tvrdenie.

2. («<): Ak S = 1, tak sa priamky pretinaju v jednom bode.

Pri dokaze tejto implikacie sa vychadza z prieseCnika dvoch priamok. Potom sa zostroji priamka prechddzajica tymto

58


https://www.geogebra.org/m/e2fg8t4u

priese¢nikom a tretim vrcholom. Nasledne sa dokaze, 7e tato priamka pretina protifahld stranu v bode, ktory spitia
podmienky vo vete. V dOkaze sa pouZivaju tie isté podobnosti trojuholnikov ako v prvej ¢asti dokazu. Podrobnejsi dékaz

najdete v praci [Val, 2005].

Poznamky.
Aplikovanim Cévovej vety dokazte, Ze v lubovolnom trojuholniku sa:
1. TaZnice sa pretinaju v jednom bode - taZisku. (VyuZite skutoénost, 7e taznice prechadzaju stredmi stran a kazdy z
pomerov v Cévovej vete ma tvar % =1)
AF|

2. Vysky pretinaju v jednom bode - ortocentre. (VyuZite skuto¢nost, Ze napr. }F_Bﬂ = 22‘;2 g, ak CF je vyska.)

3. Osi vnutornych uhlov trojuholnika sa pretinaji v jednom bode - stred vpisanej kruznice. (VyuZite skuto¢nost, Ze os
vnutorného uhla rozdeluje protilahld stranu na dve &asti, ktorych dizky st v rovnakom pomere ako im prilahlé
strany trojuholnika.)

4. Neskor tieto tvrdenia dokazeme euklidovskou metddou.

Morleyho veta.
Ak v trojuholniku ABC zostrojime polpriamky, rozdelujice jeho vnutorné uhly na tretinové velkosti, odpovedajuce si

polpriamky sa pretinaju vo vrcholoch rovnostranného trojuholnika KL M.

Morleyho veta predstavuje jednu z najprekvapujucejsSich vlastnosti elementarnej geometrie, ktoru v roku 1899 objavil a
dokazal anglo-americky matematik Frank Morley (1860-1937). Niektori matematici nazyvaju tuto vetu aj ako Morleyov

zazrak.

Dynamicku konstrukciu otvorite Tu. Jej autorom je Ignacio Larrosa Cafiestro.

Poznamky.
1.V 2. kroku doékazu zhodnost vyplyva z vety USU (uhly pri vrchole U ... os uhla, pri vrchole Z maju velkost 30°,
strana UZ spolocna).
2.V 5. kroku ddkazu je potrebné ukazat, Ze trojuholnik UXY je rovnoramenny (uhly pri zakladni st zhodné):
o zo zhodnosti trojuholnikov UXZ, UY Z vyplyva, Ze uhly pri vrcholoch X, Y su zhodné,
o preto su zhodné aj uhly Z/XYU, /YXU : ZUXY = LUXZ — 60°,
o zdroven vieme, ze plati ZXUY = ZBUA = 180° — 2a — 28.
o trojuholniky UXY,UY X su zhodné a teda aj rovnhoramenné.
o Odkial pre ich velkosti dostdvame ZUXY =180°— (180°—a—f)=a+ B su zhodné a teda aj
rovnoramenné.
3. Morleyova veta sa da dokazat trigonometricky pomocou sinusovej a kosinusovej vety a vzorcov pre s¢itanie uhlov.
o UkaZte, 7e strana Morleyovho trojuholnika je d = 8- R-sin(a) sin (8)sin(y), kde R je polomer kruZnice

opisanej AABC.
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TaZisko trojuholnika

Definicia (TaZnica trojuholnika).

Nech je dany trojuholnik ABC a nech A, je stred strany BC. Use¢ka AA; sa nazyva taznica trojuholnika ABC.

V dalsich podkapitolach tejto sekcie dokazeme vlastnosti o tazniciach trojuholnika.
1. Taznice sa pretinaju v jednom bode 7. Tento bod sa nazyva taZisko trojuholnika.

2. Kazda taznica je taziskom rozdelend na dve Casti v pomere 2 : 1.

Applet Tu.

Poznamky.

1. Taznice trojuholnika ABC budeme oznadovat t,, t, t..

2. Krajny bod taznice t, = AA; oznaCujeme A; resp. pouZiva sa oznalenie: Spc - stred strany BC alebo S, - stred
strany a.

3. Vlastnost, 7e tazisko rozdeluje kazdu taZnicu v pomere 2 : 1 sa na Z$ robi meranim, na strednych $kolach sa uz
dokazuje tato vlastnost.

4.V priprave buducich ucitelov matematiky sa prezentuje viacero dokazov. Napriklad ako dosledok Cevovej vety alebo
pomocou osovej afinity transformujeme trojuholnik na rovnostranny. TieZ sa vyuZiva aj vhodnd rovnolahlost

H=(T,k=-1/2).

Pri hladani taZiska trojuholnika sa sustredime na skimanie vlastnosti prie¢ok rovnobeznych s danou stranou trojuholnika.

Experiment.
Vytvorme v GeoGebre model trojuholnika ABC rozdeleného na velmi tenké pasiky, ktoré budu rovnobeiné so stranou
AB.

1. Zrejme taZisko T;, kazdého tenkého pasika bude leZat v jeho "strede"

2. Pasiky budeme postupne zuZovat, az dostaneme rovnobezné usecky PQ so stranou AB

3. Pri posuvani rovnobeznej tsecky PQ pomocou bodu L sa bude zaznamenavat stopa jej stredu T,

C C

4. Stopa ako mnofZina vietkych stredov T, je zrejme Usecka C; C, kde C je stred strany AB

5. Taznica trojuholnika je mnoZina vietkych stredov 7, prie¢ok PQ
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6. Ucitel nabada ziakov, aby sformulovali otazky suvisiace s taznicami trojuholnika. Uvddzame niekolko vhodnych
otdzok:
o Mobze lezat taznica mimo trojuholnika?
o Ako zostrojime taznicu trojuholnika?

o Na aké trojuholniky rozdeluje taznica trojuholnik ABC ?

Pokracujeme v dalSom experimente a hfadajme odpovede na otdzky:

A. Na aké trojuholniky rozdeluje taznica trojuholnik ABC ?

A B

B. Na aké Casti rozdeluje taZisko kazdu taznicu?

Experimenty su spracované podla prace: [LUK] Lukac, S.: Badatel'sky pristup k vyucbe trojuholnikov.(Dostupné Tu).

Veta.

Taznice trojuholika sa pretinaju v jedinom bode T, ktoré nazyvame taZisko.

Konstrukény dokaz.

V AABD je C/T stredné = T je stred AD

4D
" Rovnobezky

Otvorte si konStrukciu Tu. .
1. Vyberieme (zvolime si) dve taznice CCy, BB;.
2. Zostrojime rovnobezky s tymito taznicami v bodoch B, C; . Ich jednoznaénu existenciu zaru€uje V. Euklidov postulat.
3. Zostrojime priese¢nik D tychto rovnobeZiek. Vznikne rovnobeznik, v ktorom uhlopriecky BC, T'D sa rozpoluju.
4.V trojuholniku ABD je C, T stredna priecka, odkial dostdvame T je stred AD.
5. Podobne pre trojuholnik ABC je BT strednd priecka trojuholnika.
6.Z bodov 4 a 5 vyplyva, Ze prieseénik E = BC,TD je stred strany. Teda E = A;, ¢o bolo treba dokazat.

Urobte dokaz pomocou Cevovej vety aj pomocou afinity. Pozrite si dokaz od Martina Vinklera Tu.

Priklad.
Zostrojte trojuholnik KLM , ak je dané: KL = 8cm , LM = Tcm , t, = 6cm.
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Rozbor ulohy.
1. V trojuholniku K LA, pozname dizky vietkych stran (LA, =1/2LM).
2. MoZeme zostrojit trojuholnik K LA; pomocou vety sss.

3. Predizenim strany LA, zostrojime bod M.

o urobte konstrukciu trojuholnika K LM podla vy$sie uvedeného rozboru (nas navrh Tu),

o urobte diskusiu o pocte rieseni.
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Vyska a stredna priecka

Definicia.
Kolmica zostrojena z vrcholu trojuholnika na priamku, na ktorej leZi protilahla strana trojuholnika, sa nazyva vyska

trojuholnika.

Vysky trojuholnika ABC budeme oznacovat vy, vy, U, -
1. Vy3ky sa pretinaju v jednom bode V.

2. Tento bod sa nazyva priesecnik vysok alebo ortocentrum, stiahnite si applet Tu

Uloha.
Zostrojte trojuholnik, ak je dand vyska v.., uhol « = BAC a uhol 8 = BCA.
1. Urobte rozbor tejto lGlohy a porovnajte s ndvrhom v prilozenom applete -.
2.V prilozenom applete deaktivujte Zaciarkavacie policko a navrhnite postup konstrukcie.
3. Urobte symbolicky zapis konstrukénych krokov v geometrickom okne 2, pozrite si nd$ ndvrh Tu -.
4. Prevedte dokaz spravnosti konstrukcie a urobte diskusiu.
RieSenie bez pouzitia rovnolahlosti ndjdete na stranke Priklady.eu v ¢asti KonsStrukéné udlohy/Konstrukcia

trojuholnika/Priklad 9 Tu.

Albert Einstein — (Obrazok je prevzaty z Wikipédie)

Ked' som mal dvandst rokov, zazil som zazrak iného druhu vdaka knizotke!) o Euklidovej geometrii roviny, ktord sa mi
dostala na zaciatku skolského roku do ruk.
i. Boli to poucky, ako napriklad, Ze tri vysky v trojuholniku sa pretinaju v jednom bode.

ii. Hoci to nie je v nijakom pripade evidentné, predsa sa to dalo dokazat s takou istotou, Zze pochybnost sa zdala byt
vylucena.

iii. Tato jasnost a istota spravili na mfa neopisatelny dojem.

Veta (Ortocentrum trojuholnika).

Vysky v trojuholniku sa pretinaju v jednom bode.

Dokaz, ktory nadchol Einsteina.
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Applet otvorite Tu.

1. Urobte analyzu tohto d6kazu. Zodpovedajte na otazky:
o Preo mbdzeme zostrojit rovnobezky a’, b', ¢ ?
o Ktoré vlastnosti rovnobeznikov sa v dokaze vyuzivaju?

o Vedeli by ste ich dokazat?

2. Va3a argumentdcia by mala vychadzat z elementarnych Euklidovych tvrdeni a postulatov.

Vyssie uvedeny dokaz sa opiera o dve zakladné tvrdenia:

1. V rovnobezniku protilahlé strany maju rovnaku velkost. Pozrite si Euclid's Elements, Book |, Proposition 34.

2. Priamka prechadzajuca stredom kruhu a stredom tetivy je kolma na tuto tetivu a rozpoluje tuto tetivu. Euclid's
Elements, Book Ill, P3.

Toto tvrdenie bolo pravdepodobne zname uz Thalesovi.

V trojuholniku ABC st dané stredy stran A; € CB, B, € AB,C; € AB. Spojte tieto body Usec¢kami.
o

A “

Dynamicka konstrukcia Tu.

Definicia (Stredna priecka trojuholnika).

Usecky A, B;, A;C;, B,C; sa nazyvaju stredné priecky trojuholnika ABC.

Veta.

1. Trojuholnik ABC sa rozdelil na Styri "rovnaké, zhodné" trojuholniky:

A A3101 EA Achl EA A1310 ZA A1B101.
2. Usecky, ktoré vznikli spojenim narysovanych stredov, st rovnobeiné s protilahlymi stranami trojuholnika.

3. Usetky, ktoré vznikli spojenim narysovanych stredov, maju poloviénd dizku ako protilahlé strany v trojuholniku.

Dosledok.

1. Stredna priecka trojuholnika je rovnobezna so stranou trojuholnika.
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2. Jej velkost sa rovna polovici velkosti strany, s ktorou je rovnobezna.
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Trojuholnikové centrum

Definicia.

Bod trojuholnika, ktory je invariantny vzhladom na rovnolahlost, sa nazyva trojuholnikové centrum (triangle Center).

Najzndmejsie su napriklad
1. tazisko, ortocentrum - popisané v predchddzajucich ¢astiach,
2. stred kruZnice opisanej a vpisanej - budu charakterizované v dalsich castiach.
V sucasnosti je popisanych viac ako 16 tisic trojuholnikovych centier. Kazdy bod v zozname je identifikovany indexovym

¢islom X,, a ndzvom.

Encyclopedia of
Triangle Centers Name Standard symbol Trilinear coordinates
reference

X1 Incenter ! 1:1:1
X2 Centroid G bc:ca:ab i
X3 Circumcenter o] cos A:cos B:cos C
X3 Orthocenter H sec A secB:sec C
X5 Nine-point center N cos(B - C): cos(C - A) : cos(A - B)
Xs Symmedian point K a:b:.c

Menej zname ale Casto vyuZivané v konstrukciach su Eulerova priamka a Feurbachova kruznica deviatich bodov.

Definicia (Eulerova priamka).
V lubovolnom trojuholniku, s vynimkou rovnostranného, lezia ortocentrum O, taZisko T a stred opisanej kruznice SS na
jednej priamke, ktor nazyvame Eulerova priamka. Pre ich vzdialenosti plati |OS| = 2|T'S|. V rovnostrannom trojuholniku

body O, T, S splyvaju.

Konstrukciu si otvorite Tu.

Pozrite si dokaz od Martina Vinklera, pripadne navrhnite iny dokaz s vyuZitim rovnolahlosti Tu.

Definicia (Feuerbachova kruznica).
Nech ABC je vseobecny trojuholnik, Agy, By,Cy nech su paty jeho vysok, A;, B;,C; nech su stredy jeho stran, V nech je
priese¢nik vySok a P, @, R nech su postupne stredy Usefiek AV, BV,CV. Potom 9 bodov Ay, By,Cy, A41,B1,C1,P,Q, R

lezi na jednej kruznici, ktord nazyvame Feuerbachova kruznica. Pozrite si konstrukény dokaz Tu.
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Definicia.

KruZnica, ktord prechadza vsetkymi troma vrcholmi trojuholnika sa nazyva kruZnica opisana trojuholniku.

Konstrukéne pri hladani stredu opisanej kruznice postupujme takto:
1. Zvolime si lubovolné dve strany trojuholnika a zostrojime ich osi .
2. Priesecnik tychto osi je stred S kruznice opisanej trojuholniku ABC.
3. Zaroven je nutné dokazat, Ze os tretej strany trojuholnika ABC prechdadza vidy tymto priese¢nikom.
(d6kaz uz poznal Thales) (|AS| = |BS| A |BS| = |CS|) = (|AS| = |CS)).

4. Z tejto konstrukcie vyplyva aj tvrdenie, Ze kazdému trojuholniku mozno opisat prave jednu kruznicu.

Z uvedenej konstrukcie lahko zodpovieme na otazky:
1. Bude leZat stred kruZznice opisanej S vzdy vnutri trojuholnika?

2. Kde lezi stred kruznice opisanej u pravouhlych trojuholnikov?

Tvrdenie.

Na osi Usecky AB leZia vSetky stredy kruznic, ktoré prechadzaju obidvomi bodmi A4, B.

Dékaz uvdadza Euklides v Knihe 1, Tvrdenie X., pozri kapitolu "Euklidovské konstrukcie".

Definicia.
1. KruZnica opisana pravouhlému trojuholniku sa nazyva Talesova kruznica.
2. Stred Téalesovej kruznice lezi v strede prepony AB trojuholnika ABC.

3. Hovorime, Ze Talesova kruZnica je zostrojend nad priemerom AB.

Vlastnosti kruznice opisanej trojuholniku.

- . Sy - , T R
1. Velkost polomeru opisanej kruznice uréuje vztah r = Sena — 2snf — 2sing

2. Spojnica stredu opisanej kruznice a vrcholu trojuholnika je kolma k strane jeho ortického trojuholnika (tzv.

Nagelova veta ).
3. KruZnica deviatich bodov je rovnolahlym obrazom opisanej kruznice so stredom rovnolahlosti v taZisku trojuholnika

a koeficientom k = —0, 5.

Orticky trojuholnik je trojuholnik, ktory je tvoreny spojnicami pat vysok trojuholnika.

Definicia.

Ak z fubovolného bodu X opisanej kruznice zostrojime kolmice k jednotlivym stranam trojuholnika, tak paty tychto kolmic
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budu lezat na jednej priamke. Tato priamku nazyvame Simsonova priamka. Ak bod X spojime s ortocentrom (priese¢nik

vysok trojuholnika), tak Simsonova priamka prechadza stredom tejto Gsecky.

Dynamicky obrazok otvorite Tu.

Definicia. KruZnica, ktora sa dotyka vSetkych stran daného trojuholnika sa nazyva vpisana kruznica.

Vlastnosti
1. Stred kruznice vpisanej trojuholniku ABC je priesecnik osi jeho vnutornych uhlov.
2. Stred kruznice vpisanej trojuholniku je vndtornym bodom trojuholnika.
3. Polomer je vzdialenost stredu od lubovolnej strany trojuholnika, pre jeho velkost plati:
o p= % o = obvod trojuholnika, S = obsah
o p=1t(at+b+o)- tg(£)- te(5)- te(3)

4. Vzdialenost medzi stredmi kruznice vpisanej a opisanejje d = /72 — 2rp.

Cvicenie.

Zostrojte trojuholnik ABC, pre ktory je dané: v, =5 cm,,b=6 cm,p =2 cm =>.

Definicia. KruZnica, ktord sa zvonka dotyka strany trojuholnika a dvoch priamok, ktoré s predizenim zvydnych stran

trojuholnika sa nazyva kruznica pripisana trojuholniku.

Pripisané kruZnice a obvod trojuholnika
|ATY| = |AC| +|CTi| = b+ &
|AT) = |AB| + | BTy = ¢ + o

|ATY| + |ATs| = b+ c+ (a1 + a2) = Oapc

o
[ATi| = ATy = |AT)| = —5%

=>

Vlastnosti

1. Stred kruznice pripisanej trojuholniku ABC je priesecnik osi jedného vnutorného uhla a dvoch vonkajsich uhlov pri

zvysnych dvoch vrcholoch.
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2. Kazdy trojuholnik ma tri pripisané kruznice.
3. Vzdialenost vrcholu trojuholnika A od dotykového bodu T; pripisanej kruznice je rovnd polovici obvodu trojuholnika

0
|AT;| = 24,

Veta (Veta o osi vnutorného uhla). V kazdom trojuholniku plati, Ze os vnutorného uhla deli protilahld stranu v rovnakom

pomere, ako je pomer dizok prislugnych prifahlych stran.

Applet a dokaz tejto vety je prevzaty od Martina Vinklera, applet otvorite Tu.

Cvicenie.
1. Vyhladajte v Euklidovych Zakladoch tvrdenia - Kniha I. T/34 a Kniha Ill, T/3.

2. Vyhladajte v literature iné dokazy vety o ortocentre trojuholnika.
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Pytagorova a Euklidove vety

Veta (Pytagorova veta).

V kazdom pravouhlom trojuholniku ABC, v ktorom prepona mé velkost ¢ a odvesny maju velkosti a, b plati e =a’+ b

Slovna formulacia Pytagorovej vety:
Obsah Stvorca zostrojeného nad preponou pravouhlého trojuholnika je rovny suétu obsahov Stvorcov zostrojenych nad

jeho odvesnami.

I A=a’+b? I F=a’>+1v?

a+b

Animdciu spustite Tu.

Pytagorova veta je pomenovana podla starogréckeho matematika Pytagora, ktory ju odvodil v 6. storo¢i pred Kr.
1. Dokazov Pytagorovej vety existuje velmi vela, viac ako 300, pozri na GeoGebre Tu.
2. Vyhladajte pévodny Euklidov d6kaz v Knihe |, tvrdenie T/XLVII)
3. Pozrite si dokaz Pytagorovej vety v programe GeoGebra, ktory vychdadza z Euklidovho dékazu. Otvorte si applet Tu._

4. Iné dokazy Pytagorovej vety najdeme na stranke M. Viklera alebo Wikipedia.

5. D6kaz "bez slov" . Doplrite "slova" pre tento dékaz - urobte slovné/pisomné zdévodnenie.

Poznamky.
1. Pytagorova veta pravdepodobne bola zndma aj v inych starovekych civilizaciach, napriklad v Cine,
Egypte.
2. Stari Egyptania stavali pozoruhodné stavby, pri ktorych potrebovali vytyéovat aj pravé uhly. Robili to
takto:
= na Spagate uviazali rovhomerne 12 uzlov,
= prvy a posledny uzol upevnili na tom istom mieste - 4 a Stvrty na mieste C a siedmy na B,

= vznikol pravy uhol ABC.

Veta (Obratend pytagorova veta).

Ak v trojuholniku ABC plati pre dizky stran ¢ = a? + b?, tak tento trojuholnik je pravouhly s preponou c.

Priklad.

Dané su sustredné kruznice kq(S;71), ka(S;r2),71 > 79. Urcte vztah medzi obsahom medzikruZia ohrani¢eného kruznicami
k1, ko a obsahom kruhu nad tetivou XY kruZnice k;, ktora sa dotyka kruZnice k. Rieenie Tu.

Preskimajte suvislost tejto UGlohy s d6kazom Pytagorovej vety aplikdciou Mamikonovej vety (Wiki odkaz Tu). Otvorte si

applet Tu

Pytagorova veta uvedena v Euklidovych Zakladoch: Kniha 1, tvrdenie XLVII).
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Veta (Pytagorova veta - znenie uvedené v Zakladoch).

V pravouhlych trojuholnikoch Stvorec na strane oproti pravému uhlu leZiaci je rovny suétu Stvorcov na strandach, ktoré

zvieraju pravy uhol.

Text Euklidovho d6kazu je spracovany podla ¢eského prekladu od FrantiSka Servita z roku 1907, je doplneny o (odkazy) na

definicie (Def.), axiémy (Post.), tvrdenia (T.) a Koncepcie / Zésady (Kon.)

Dokaz.

1. ABC je pravouhly trojuholnik s pravym uhlom BAC. Hovorim, Ze $tvorec na BC sa rovna (stu¢tom) $tvorcov na BA
a AC.

2. Nech je narysovany

o na BC Stvorec BDEC
© na BAa AC Stvorce GBa HC. (T.46)

3. Bodom A je vedend rovnobezka AL k BD alebo k CE (1.31) a spojnice (Usecky) AD a FC. (Post.1)

4. Vzhladom na to, Ze kazdy z uhlov BAC a BAG je pravy, z toho vyplyva, ze priamkou BA a bodom A na riom dve
priame linie AC a AG, ktoré nie su leZiace na tej istej strane, spOsobuju, Ze susedné uhly sa rovnaju dvom pravym
uhlom (Def.22)

o preto CA je v priamke s AG (tvoria jednu priamku) (T.14)

o zrovnakého dévodu je BA tiez v priamke s AH.

D L 3

5. Pretoze uhol DBC sa rovna uhlu FBA, pretoze kazdy je pravy (Post.4)
o pridajte uhol ABC do kazdého, preto sa cely uhol DBA rovna celému uhlu FBC (Kon.2)
6. Ked?e DB sa rovnd BC a F'B sa rovha BA (Def.22),
o obe strany AB a BD sa rovnaju obom stranam FBa C a
uhol ABD sa rovna uhlu FBC, preto zakladna AD sa rovna zékladni FC a
trojuholnik ABD sa rovna (je zhodny) trojuholniku FBC. (T.4)

2 Hy
G 8, s, o
N 5K K K, K
A A, Aa 3
/ey
F Fy
1 2 Fy
[ N /]
i ! © 52 C2 By Ay Cs
|
D L E D L E
i ' 1 D, 5 £, o, 5 £

7. Teraz rovnobeZnik BL(BDLA,) je dvakrat vacsi ako trojuholnik ABD, pretoZe maju rovnaku zakladfiu BD a
su medzi tymi istymi rovnobezkami BD a AL (maju spolo¢nu vysku). (T.41)
8. A stvorec GB(ABFG) je dvakrat vacsi ako trojuholnik FBC, pretoze opat maju rovnaku zakladriu FB a
su medzi tymi istymi rovnobezkami FB a GC. (T.41)
9. Preto sa rovnobeznik BL rovna Stvorcu G B. (Kon.2)
10. Podobne, ak vedieme spojnice (Use¢ky) AE a BK, rovnobeznik CL sa rovna Stvorcu HC. Preto sa cely Stvorec

BDEC rovna suctu dvoch stvorcov GB a HC'. (Kon.2)
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11.

A Stvorec BDEC je narysovany na BC a Stvorce GB a HC na BA a AC. Teda Stvorec na BC sa rovna suctu Stvorcov

na BA a AC.

V dokaze boli pouzité tieto zdroje z Euklidovych Zakladov:

1.

Definicia 22: Zo $tvorstrannych Gtvarov je $tvorec, ktory je rovnako rovnostranny a pravouhly; obdiznik, ktory je
pravouhly, ale nie rovnostranny; kosostvorec, ktory je rovnostranny, ale nie pravouhly; kosodiznik, ktory ma opaéné
strany a uhly rovno navzajom, ale nie je ani rovnostranny, ani pravouhly. Okrem tychto su to Stvoruholniky, ktoré sa
nazyvaju lichobezniky (réznobezniky).

. Postulat 1: Nech je Ulohou nakreslit priamku z ktoréhokolvek bodu do ktoréhokolvek bodu. Tento prvy postulat

hovori, Ze vzhladom na akékolvek dva body, ako si A a B, existuje priamka AB, ktord ich ma ako koncové body.
(Porovnaj s postulatom 5).

. Postulat 4: To, Ze vSetky pravé uhly sa navzajom rovnaju.
. Tvrdenie 4: Ak dva trojuholniky maju dve strany rovnajlice sa dvom strandm a maju uhly obsiahnuté v rovnakych

rovnych priamkach rovnaké, potom maju tiez zakladiu rovnu zakladni, trojuholnik sa rovna trojuholniku a
zostavajuce uhly sa rovnaju zostavajucim uhlom respektive, a sice oproti rovnakym stranam. Veta o zhodnosti
trojuholnikov - sus

. Tvrdenie 14: Ak na priamke a v bode na nej su dve priamky, ktoré nelezZia na tej istej strane, sa sucet susednych

uhlov rovna dvom pravym uhlom, potom su tieto dve priamky navzajom k sebe v priamke (tvoria jednu priamku).
Tvrdenie 31 Vytvor priamku cez dany bod rovnobezne s danou priamkou.
Tvrdenie 41: Ak rovnobeinik ma rovnaku zakladfiu s trojuholnikom a je medzi tymi istymi rovnobezkami,

rovnobeznik je dvakrat vacsi ako trojuholnik.

. Tvrdenie 46: Na danej priamke narysuj Stvorec. (Si¢asna matematicka formulacia tejto vety: Nad danou useckou je

moZné narysovat Stvorec.)

8. Koncepcia/Zéasada 2: Ak su rovnosti pridané do rovnovéhy, potom celky st rovnaké.

9. Koncepcia/Zésada 5: Celok je vacsi nez ¢ast.

Cvicenie.

Vytvorte si vlastny applet, ktorym budete interpretovat Euklidov dokaz Pytagorovej vety. Pozrite si nds navrh:

Applet Tu.

Veta (Euklidova veta o vyske).

Obsah $tvorca zostrojeného nad vyskou pravouhlého trojuholnika sa rovna obsahu obdiznika zostrojeného z oboch

usekov prepony.

Dokaz.

Nech v pravouhlom trojuholniku ABC' s pravym uhlom pri vrchole C je v, = CCj vySka na preponu AB.

Zrejme plati:

1. vyska v, pravouhlého trojuholnika rozdeli trojuholnik na dalSie dva pravouhlé trojuholniky,
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2. pata vysky v, rozdeli preponu na dva Useky prilahlé k odvesnam trojuholnika: ¢, a ¢,
3. zo vztahu a + B + 90° = 180° dostavame o = 90° — 3,
4. vietky tri vzniknuté trojuholniky st navzdjom podobné: ACB ~ AC,C ~ CCyB .

a
A =4 ‘('u . =9 B

Dynamicku konstrukciu otvorite Tu.

Z podobnosti trojuholnikov ACB ~ AC,C a ACB ~ CCyB vyplyva: v, : ¢, = ¢, : V.. Po Uprave dostaneme
vztah 'ucz =Cy.Cp-

Tym je ddkaz Euklidovej vety o vySke ukonéeny. Dokaz, ktory vyuZiva zhodnost od Vinklera najdete Tu.

Veta (Euklidova veta o odvesne).
Obsah 3tvorca zostrojeného nad odvesnou pravouhlého trojuholnika sa rovna obsahu obdiznika zostrojeného z prepony a

prilahlého Useku.
Dékaz.

Z podobnosti trojuholnikov ABC a CBCy vyplyva: a : ¢ = ¢, : a. Po Uprave dostaneme vztah a® =c. Cq-

Z podobnosti trojuholnikov ABC a ACCy odvodime druhd Euklidovu vetu 5 = c. ¢p.

Cvicenie.

Dokdzte Pytagorovu vetu pomocou Euklidovych viet.
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Zhodnost a podobnost trojuholnikov

Vyznam pojmov Zhodnost a Podobnost vo vieobecnosti mozno vykladat réznymi spdsobmi. V geometrii tieto terminy
beZne sa pouzivaju v pripadoch, ktoré sa tykaji merania. Pridavné meno zhodné (kongruentné) sa Casto pouziva na
oznaéenie predmetov, ktoré sa moézu prekryvat, zatial ¢o podobné je volnejSia myslienka, ktora spdja predmety
rovnakého charakteru.

1. Fraza "zhodné objekty" sa pouziva na opis Utvarov, ktoré za urcitych okolnosti navzajom sa daju premiestnit tak,
aby "sa prekryvali". Charakteristika dvoch zhodnych geometrickych Utvarov sa v matematike opiera o systém
axiéom. Zhodné Utvary maju rovnaké rozmery a mozno ich prekryvat, zatial o podobné Gtvary su tie, ktoré sa zdaju
byt identické, ale nemozno ich prekryvat. Obe tieto frazy mozu v SirSich suvislostiach oznacovat mnozZstvo inych
veci.

2. Termin "podobnost" je odvodené z latinského slova "similis", ¢o znamend "ako alebo podobné". V matematickej

oblasti si podobnost vyZzaduje dva objekty, ktoré maji rovnaky tvar, ale nie nevyhnutne rovnaku velkost.

Porovnavacia tabulka prevzatd z UnAcademy
Zhodny Podobny

PouZiva sa na opis postav alebo inych
Vztahuje sa na postavy alebo ¢okolvek
objektov, ktoré maju podobnt velkost a
Vyznam iné, ¢o ma rovnaku velkost a tvar a
tvar, ale nie su identické z hladiska
moZe sa navzajom prekryvat.
rozmerov.

Geometricky "presné" a prekryvajuce Slangova fraza pre identické postavy, ktoré

Presnost sa Utvary/obrazce si zname ako maju vela spolocného, pokial ide o tvar ale
zhodné utvary. nie velkost.
Dokonca aj ked'su umiestnené v Aj ked'su usporiadané v rovnakom smere,

Orientacia opacnych orientaciach, zhodné postavy podobné objekty sa navzdjom

sa navzajom prekryvaju. neprekryvaju.

Definicia.
1. Dva trojuholniky AABC, AA'B'C’ st zhodné, ak sa zhoduju vo vietkych odpovedajlcich stranach a vo vsetkych
odpovedajucich uhloch. Oznaéujeme AABC ~ ANA'B'C'.
2.Dva trojuholniky AABC,AA'B'C’' su podobné, ak maju rovnaky pomer di?ok odpovedajucich si stran a
odpovedajuce si uhly st zhodné. Oznadujeme AABC ~ ANA'B'C’.
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Vety o zhodnosti trojuholnikov

Veta (o zhodnosti trojuholnikoch).
A. (sus) Trojuholniky, ktoré sa zhoduju v dvoch stranach a uhle nimi zovretom su zhodné.
B. (sss) Trojuholniky, ktoré sa zhoduju v troch stranach st zhodné.
C. (usu) Ak sa dva trojuholniky zhoduju v jednej strane a v dvoch uhloch prilahlych, tak si zhodné.

D. (Ssu) Ak sa dva trojuholniky zhoduju v dvoch stranéach a v uhle oproti vacsej strane, tak su zhodné.

Poznamka.
Uvedieme len dokazy prvych dvoch viet tak, ako su uvedené v Euklidovych Zakladoch. Dokazy viet (usu) a (Ssu)
prenechavame Ccitatelovi ako cvicenie. Vyhladajte v Zakladoch tieto vety a upravte Euklidove dokazy tak, aby boli v

sulade s modernou terminolégiou.

Dokaz.

A. Euklidovych Zakladoch je veta sformulovana ako Proposition 4 (Euclid's Elements, Book | ).

1.Nech ABC,DEF su dva trojuholniky, ktoré maju dve strany AB, AC rovné dvom strandam DE, DF.
Konkrétne AB rovna DE a AC rovna DF a uhol BAC je rovny uhlu EDF'.

2. Hovorim (Euklides), Ze zédkladria BC sa rovna aj zakladni EF, trojuholnik ABC sa rovna trojuholniku DEF a
zostavajuce uhly sa rovnaju zostavajucim uhlom, respektive opacne rovnakym stranam. To znamen3, Ze uhol
ABC sarovna uhlu DEF a uhol ACB sa rovnd uhlu DFE.

Nepriamy dokaz
i. Nech trojuholnik ABC je uloZeny na trojuholniku DEF a ak je bod A umiestneny na bode D a priamka
ABna DE.
= Potom bod B sa zhoduje s bodom E, pretoZe AB sa rovna DE.
ii. Priamka AC sa tieZ rovna DF, pretoze uhol BAC sa rovna uhlu EDF.
= Preto sa bod C zhoduje s bodom F, teda AC sa rovna DF'.
iii. Ale B sa tiez zhoduje s E, a preto zakladna BC sa zhoduje so zakladriou EF a rovna sa jej.
=V opacnom pripade by bodmi E, F boli urcené dve rozne usecky (priamky), ¢o je v spore s
axiomou.
iv. TakZe cely trojuholnik ABC sa zhoduje s celym trojuholnikom DEF a rovna sa.
v. Zvysné uhly sa zhoduju so zostavajucimi uhlami a rovnaju sa, uhol ABC sa rovna uhlu DEF a uhol
ACB sarovna uhlu DFE .

3. Preto ak dva trojuholniky maju dve strany rovnobeiné s dvoma stranami a maju uhly obsiahnuté rovnymi

¢iarami rovnaké, potom maju aj zakladriu rovnu zakladni, trojuholnik sa rovna trojuholniku a zvy$né uhly su

rovné zvysnym uhlom respektive tym, ktoré su oproti rovnakym strandm.

[

llustracny obrazok vety (sus).

B. V Euklidovych Zakladoch je veta sss sformulovand ako Proposition 8 (Euclid's Elements, Book I ).
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1. Nech trojuholnik ABC je preneseny na trojuholnik DEF tak, aby bod B bol umiestneny na bode E a priamka
BC na EF.
2. Potom bod C sa prekryva (zhoduje) s bodom F, pretoZe BC sa rovna EF.
3. UkaZzeme, Ze aj Usetka BA resp. CA sa prekryva (zhoduje) s Use¢kou ED resp. FD. Budeme dokazovat
nepriamo.
i. Nech zakladna BC sa prekryva (zhoduje) so zékladriou EF ale strany BA a AC sa neprekryvaju so
stranami ED a DF (zobrazia vedla ako EG a GF'. Uvazujme pripad, ked bod G bude v polrovine D?L.
ii. Z Euklidovho tvrdenia Proposition 7 (Euclid's Elements, Book I)vyplyva:
= KedZe trojuholnik EDG je rovnoramenny, tak uhol DGE rovna uhlu GDE.

= TieZ trojuholnik GDFje rovnoramenny, preto aj uhol GDF rovna uhlu DGF'.
= Z polohy bodu G vyplyva, Ze uhol GDF vacsi ako uhol GDE, o je spor.
= Preto musi byt bod D totozny s bodom G.
= Podobne postupujeme v pripade, ak bod G bude v polrovine D?E.
4. Ukazali sme, Ze strana BA resp. AC sa prekryva so stranou ED resp. DF'. To znamena, Ze uhol BAC sa rovna
uhlu EDF.

5. Teraz staci pouzit vetu sus a dostavame tvrdenie: trojuholniky ABC a DEF su zhodné.

Konstrukény dokaz vety (sss) Tu

Vety o zhodnosti trojuholnikov sa vyuZzivaju hlavne v Glohach, v ktorych sa skimaju a dokazuju Specifické vlastnosti

geometrickych Utvarov. Uvedieme niekolko takych uloh.

Priklad 1. (Veta sus)
Je dany obdiznik ABCD. Nech body K, L, st bodmi uhloprietky BD, pre ktoré plati SK = SL.
Dokazte, Ze trojuholniky ASK, CSL su zhodné.

Otvorte dynamicku konstrukciu Tu.
Lahko sa presved¢ime, ze trojuholniky ASK, CSL sa zhoduju v dvoch stranach a v uhle nimi zovretom. Kedze

1. bod S je stred uhloprie¢ky (uhloprieky v obdizniku sa rozpoluju)
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2.uhly ZASK, Z/CSL su vrcholové, preto su zhodné

3. usec¢ky SK, SL su podla predpokladu zhodné

Ukazali sme, Ze trojuholniky sa zhoduju v dvoch stranach a uhle nimi zovretom, preto BD A ASK ~A CSL.

Dosledok.
Zrejme platiaj AK = CL.

Priklad 2. (Veta sss)
Narysujte [ubovolny rovnoramenny trojuholnik ABC so zakladfiou AB. Zostrojte stred S strany AB. Co plati pre

trojuholniky ASC, BSC? Ukdzte, Ze plati A ASC ~A BSC.

[v]

g B

Otvorte konstrukény dokaz Tu
V trojuholnikoch ASC, BSC odpovedajuce strany maju rovnaku dizku. Kedze
1. ramena rovnoramenného trojuholnika st zhodné usecky,
2. stred S rozpoluje zakladiiu AB, preto AS = BS,
3.v. = CS je spoloc¢na strana pre obidva trojuholniky preto, BSC preto plati :

V trojuholnikoch odpovedajtce strany maju rovnaku velkost, preto A ASC ~A BSC.

Poznamky.
1. Théles: V rovhoramennom trojuholniku uhly pri zakladni su zhodné.

2. Euklides: Zéklady/Proposition 5 (Euclid's Elements, Book I. )

Priklad 3. (Veta Ssu)
Na osi 0 ostrého uhla AV B zostrojte vnutri uhla AVB bod S. Zostrojte kruznicu o k = (S, r) tak, aby platilor > V'.S.

Oznacte priesecniky priamky AV s kruZnicou k ako M, N a prieseéniky priamky BV s kruznicou k ako P, Q .
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Dokdzte, ze usecky M N, PQ maju rovnaku velkost.

Analyza ulohy.
1. Najskor sa pokuste dokézat rovnost VQ = VN pomocou zhodnosti trojuholnikov: ANVS =~ AQV'S .
Pre tieto trojuholniky plati:
o strana VS je spolocnd obom trojuholnikom
o SN = SQ (polomery kruznice k)
o qSVN =~ qSVQ (os uhla - zhodné polovice uhla <BV A )

Zaver. Trojuholniky su zhodné podla vety Ssu, preto aj tretie strany st zhodné: VQ = VN.

2. Potom dokézte rovnost VM = VP pomocou zhodnosti trojuholnikov: APV S =~ AMVS .

Pre tieto trojuholniky plati:
o strana VS je spolo¢na obom trojuholnikom
°o SM =~ SP (polomery kruznice k)
o qSVM = «SVP (sucet zhodnych vrcholovych uhlov a polovic uhla <BVA)
Zaver. Trojuholniky su zhodné podla vety Ssu, preto aj tretie strany st zhodné: VM ~ VP
3. K ukonéeniu dokazu si staci uvedomit, Ze Usetky MN a PQ ziskame s¢itanim dvoch dvojic zhodnych Useciek, plati

MN =~ PQ.
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Podobnost

Definicia.
Dva trojuholniky A ABC, A A,B,C; st podobné, ak majt rovnaky pomer diok odpovedajtcich si stran a odpovedajuce

si uhly st zhodné.

Trojuholnik A ABC je podobny trojuholniku A A;B;C;, prave vtedy ked existuje kladné &islo k také, Ze pre ich strany
plati:

° |AB|=Fk-|AB1

° |AC|=k-|ACi

° |BC|=k-|BiC |

a pre ich uhly plati:
° a~aoal,
°o B~ Py,
e Y=

Definicia.

Pomer k nazyvame koeficient podobnosti trojuholnikov. Pre rézne hodnoty koeficientu dostavame:
o k > 1-zvacienie,
o k < 1-zmen3enie,

o k = 1 -trojuholniky st zhodné.

Zistite, &i trojuholniky ABC a A;B,C, su podobné

Gy

B

A
Pohybujte trojuhcinikom ABC alebo bodmi A a B

Priklad.

Zostrojte trojuholnik ABC', ak su dané jeho vysky v, , vy, v,

Rozbor.
1. Hladajme suvislosti medzi vy$kami trojuholnika a jeho stranami. PouZijeme vztah pro obsah trojuholnika:
S = ;—a.va.
2.Zneho vyplyva, 7€ 2. S = a.v, =b.vy =c.v.atedaa:b:c=1/v, : 1/vp : 1/v,.
3.0znatmea’ = 1/v,,b" =1/vy,¢” = 1/v,
4. UvaZujme o lubovolnom trojuholniku A°B*C " so stranamia”,b",c”.

5. Takyto trojuholnik je podobny trojuholniku ABC, lebo pomer odpovedajucich stran je konstantny.

UvaZujme teraz o fubovolnom trojuholniku K LM so stranami v, , vy, U, -

79


https://www.geogebra.org/material/iframe/id/PjyaGC7Q

1.V trojuholniku K LM oznaéme jeho vyskya”,b",c”.
2. Zrejme plati: v, : vy v, = 1/a' : 1/b' : 1/¢’. Toto tvrdenie vyplyva z analyzy urobenej v druhom bode rozboru
tejto ulohy.
3. Po dprave dostaneme 1/v, : 1/vy : 1/, =a” :b" :¢c" =a:b:c.
4. Konstrukciu za¢neme zostrojenim trojuholnika K LM so stranami v, vy, U,
o nasledne zostrojime trojuholnik A”B“C* so stranamia’,b", ¢’

o nakoniec zostrojime trojuholnik ABC podobny trojuholniku A’B’C".

Otvorte Tu

Diskusia. Uloha ma prave jedno rieenie, ak vy3ky spitiajd trojuholnikovd nerovnost.

Dokaz. Z rozboru a priamo z konstrukcie vyplyva, Ze pre vysky v zostrojenom trojuholniku platia vstupné hodnoty.
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Kruznica, kruh

Definicia.
MnofZina v3etkych bodov v rovine, ktoré maji od pevného bodu S vzdialenost rovna kladnému redlnemu ¢&islu r sa
nazyva kruznica so stredom S a polomerom 7. Symbolicky

k={z cE% |SX|=r}.
MnoZina vsetkych bodov v rovine, ktoré maji od pevného bodu S vzdialenost mensiu alebo rovnd ¢islu r sa nazyva kruh
so stredom S a polomerom 7. Symbolicky

K ={z cE% |SX]| <r}.

Bod S nazyvame stred kruZnice resp. stred kruhu a ¢éislo » > 0 polomer kruznice resp. kruhu.
Lubovolné dva body kruZnice delia tato kruznicu na dve casti, ktoré nazyvame obltky kruznice alebo kruznicové obluky.
Dva polomery S A, S B rozdelia kruh na dve ¢asti, ktoré nazyvame kruhové vyseky.

Tetiva AB rozdeli kruh na dve casti, ktoré nazyvame kruhové odseky.

w=104.8°

o

C

Otvorte si applet Tu.

Definicia.
1. Nech je dand kruznica k(S;r) a body A, B, ktoré rozdeluju kruZnicu na dva kruznicové obluky. Uhol ASB
nazyvame stredovy uhol prisltichajuci k obliku AB.

2. Ak na kruznici zvolime tri body A, B, C, potom uhol ACB sa nazyva obvodovy uhol prisltichajtci k obluku AB.

V geometrii skimame vlastnosti geometrickych ttvarov v dvoch zakladnych kategériach, ktoré zahfnaju:
1. polohové vlastnosti,

2. metrické vlastnosti.

V tejto kapitole budeme skiimat:
1. vzajomnu polohu priamky a kruznice,

2. vzdjomnu polohu dvoch kruznic.

a z hladiska metrického sa zameriame na:
1. vztah medzi velkostou stredového uhla a prislichajucich obvodovych uhloch v kruznici,

2. mocnost bodu ku kruZnici.

Nech je dand kruznica k(S;r) a priamka p. Skimajme vzajomnu polohu kruznice k a priamky p.
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Je dand kruznica k(S;r) a priamka p. Nech v = SP je vzdialenost priamky od stredu kruznice k.

M6Zu nastat len tri pripady: |[SP| > r,|SP| = r alebo |SP| < r. Aktivujte zaskrtavacie policko v applete.

Otvorte si applet Tu.

1. Ak md priamka p od stredu S kruznice k vzdialenost v > r, tak priamka p kruznicu k nepretina.
o Priamka p sa nazyva neseénica kruznice k.
2. Ak priamka ma od stredu kruznice vzdialenost rovnd polomeru v = 7, tak md priamka s kruznicou jediny
spolo¢ny bod T'.
o Priamka, ktord ma s kruznicou jediny spolo¢ny bod, sa nazyva doty¢nica kruznice.
o Spoloény bod priamky a kruznice je bod dotyku.
o Dotycnica je vidy kolma na polomer kruznice ST'.
3. Ak ma priamka od stredu kruznice vzdialenost v < 7, tak ma priamka a kruznica dva rdzne spoloc¢né body.
o Priamka, ktord ma s kruznicou dva rézne spolo¢né body, sa nazyva secnica kruznice.

o Spolo¢né body priamky a kruznice su ich priesecniky.

Priklad.
Je dana kruzZnica k(S;r) a jej doty¢nica t. Zostrojte vietky kruZnice, ktoré sa dotykaju kruZznice k tak aj priamky ¢ a

maju pritom polomer d.

Otvorte riesenie Tu.

Definicia.
Dané dve kruZnice k1(S1;71), ka(S2;72) s réznymi stredmi. Priamka (resp. Usecka) S1S2) ) sa nazyva strednd tychto

dvoch kruznic.

82


https://www.geogebra.org/m/bse6pnep
https://www.geogebra.org/m/zaafmzdq

ry

Ak pre dve kruZnice plati: |S1.S5| > r1 + 72,

tak nemaju spoloény bod: k; N ky = 0.

Hovorime, Ze kruznice leZzia mimo seba.

ra

Ak pre dve kruZnice plati: 7, — r,, tak

kruZnice sa pretinaju v dvoch bodoch 4, B).

Ak pre dve kruznice plati:

0 < |S18;| < r; — 79, tak jedna kruznica

r
1
lezi vo vnutri druhej.

V applete zmerite polohu bodu S», otvorte applet Tu.

Ak maju kruznice len jeden spolo¢ny bod k; N k, = T, tak hovorime, Ze kruZnice sa dotykaju.

1. KruZnice maju vonkajsi dotyk , ak plati: |S1S2| = 71 + 2.

2. KruZnice maju vnutorny dotyk, ak plati: |S1S2| =71 — ra.
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Veta o obvodovych uholch

Nech ACB je obluk kruznice k(S;r) a jemu prisltichajuci obvodovy uhol <ACB. Skimajme jeho velkost.

Veta (O obvodovych uhloch).
Lubovolné dva obvodové uhly prislichajice k tomu istému obldku kruznice maju rovnaku velkost.

Obvodovy uhol je polovicou stredového uhla prisltichajiuceho k tomu istému obluku.

C

Otvorte motivaény applet Tu.

1. PriloZeny applet je motivaény a mézete ho vyuZit pri skimani zavislosti velkosti obvodovych uhlov <ACB od polohy
bodu C.

2. Velkost obvodového uhla nezévisi od polohy bodu C, rozhodujlce st body A, B resp. uhol w.

3. Konstrukcia obluka, z ktorého vidiet isecku pod danym uhlom. Otvorte si konstrukciu Tu.

4. Ak body A, B su krajné body priemeru, tak rozdelia kruznicu na dve polkruznice: stredovy uhol je priamy a

obvodovy uhol pravy.

Definicia.
MnoZina vrcholov pravych uhlov v3etkych pravouhlych trojuholnikov s preponou AB je kruinica k s

priemerom AB okrem bodov A, B. KruZnicu k nazyvame Thélesova kruZnica.

Ddkaz (vety o obvodovych uhloch).
V dokaze vety o obvodovych uhloch sa vyuZivaju dve zakladné vlastnosti trojuholnika.
1. "Vonkajsi uhol trojuholnika sa rovna suctu vnatornych uhlov pri zvySnych vrcholoch."

2. "V rovnoramennom trojuholniku sa uhly pri zakladni navzdjom rovnaju" (Kniha 1, Tvrdenie V).

I

I. Vonkajsi uhol

/ p=a+7
&

A B

Spojenim tychto dvoch tvrdeni dostaneme:

Dosledok.
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HI.=I.nI1.

Pripad 1 (Veta o obvodovych uhloch).
Nech S je vnutorny bod uhla £ ACB. Potom obvodovy uhol ACB je polovicou stredového uhla ASB.

1. Zvolme bod C na kruZnici k(S,r = SA) tak, aby bod S bol vnitorny bod uhla L{ACB.

2. Podla predchadzajiceho désledku velkost vonkajsieho uhla ZASC; trojuholnika ASC pri vrchole S je rovna
dvojnasobku velkosti uhla ZSC A pri zékladni rovnoramenného trojuholnika ASC. Podobne pre trojuholnik BSC
plati /BSC,=2./SCB.

3. Odtial' dostdvame

LASB=2./ACB.

Konstrukény dokaz Tu

Pripad 2 (Veta o obvodovych uhloch).

Nech S leZi na ramene uhla £ ACB. Potom obvodovy uhol ACB je tieZ polovicou stredového uhla ASB.

Posurite bod C proti smeru hodinovych ruciciek do krajnej polohy vlavo tak, aby body B, S, C lezali na jednej priamke (boli

kolineadrne). Potom dbkaz pre pripad 2 bude analogicky ako v pripade 1. Situacia sa transformuje len na jeden trojuholnik.

Pripad 3 (Veta o obvodovych uhloch).
Nech S je vonkajsi bod uhla £ACB. Potom obvodovy uhol ACB je polovicou stredového uhla ASB.

Zrejme plati w = ZASB =2./ASC, — 2./BSC; = 2a — 28. Pozrime sa na rozdiel uhlov pri vrchole C. Zistime, Ze
/ACB = ZACS — ZBCS. KedZze trojuholniky ASC, BSC su rovnoramenné, tak plati
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ZACB=a-B= 4.

Pozrite si zaujimavy konstrukény doékaz od Martina Vinklera, ktory je dostupny Tu. Pre bod C méZzu nastat len tieto tri

pripady, preto je dokaz vety o obvodovych uhloch ukonceny.

Priklad.
Je dana kruZnica k(S,r) a na nej dva body A, B. Pre kazdy priemer XY kruZnice k zostrojime (ak existuje) priese¢nik
priamok AX, BY. Uréte mnoZinu vietkych takych prieseénikov. Budeme predpokladat, e AB nie je priemer kruZnice.

(Larson 8.1.2.)

V planimetrii sa pomerne ¢asto vyskytuju ulohy, v ktorych sa hlada mnozina M bodov s danou vlastnostou V. Symolicky
to moéZeme zapisat takto M = {X € E?;phV(X) = 1}. Takéto mnozZiny sa tieZ oznaluju ako "Geometrické miesta bodov
(GMB)". RieSenie takychto uloh sa sklada z troch casti:
A. Najskor musime urcit zakladné charakteristické prvky danej mnoziny (najCastejSie experimentalne) resp. komplexne
popisat dand mnozinu M. Potom overit platnost vyrokov:
B. X € M = X mavlastnost V,

C. ak X ma vlastnost V, tak patri do mnoziny M.

V nasom priklade budeme pri experimentovani postupovat takto:
1. Thalesova veta hovori, Ze trojuholniky XAY, X BY st pravouhlé s pravym uhlom pri vrcholoch A, B.
2. Obvodové uhly ZAXB a ZBY A maju rovnaku velkost a.
3.0znatmesi¢p = LAXY ay) = /BY X.
4. Suéet uhlov v trojuholniku je 180°, preto bude ¢ + &« = 90" — ¢, Y + a = 90° — ¢.
5. Odtial dostdvame, Ze sucet uhlov ¢ + 9 je konstantny pre fubovolny priemer XY a dva pevné body AB.
6. Preto aj vrcholové uhly ZXPY = ZAPB maju kons$tantnu velkost. To znamena, Ze body P leZia na kruznicovom
obliku (APB).

7. K najdeniu obluka staci zvolit jeden priemer XY a jeden odpovedajlci priesecnik P = AX N BY.

Otvorte si konstrukény dokaz Tu.

Postup, ktory sme popisali v tychto 7 krokoch, zahffia ¢ast A aj Cast B. Experimentalne sme stanovili, Ze mnoZina M je

kruznicovy oblik (APB). Na overenie platnosti vyroku "X € M = X ma vlastnost V" teraz stadi ukazat, Ze vyrokova
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formula [(1. A 2.) = 4] = (5. A 6.) je tautoldgia. To je viak zrejmé. KedZe aj opaény postup [(5. A 6.) = 4.] = 1. je

tautoldgia, tak aj ¢ast C je pravdivy vyrok.

Poznamky.
1. Pri uréovani GMB je mnohokrat najtazsi krok A.
2. Program GeoGebra tento krok zjednodusi tym, Ze pomocou nastroja "MnoZina bodov" (nachadza sa v sekcii
nastrojov "Kolmica") vykresli hfadand mnozinu M.
3. Potom je vSak nutné realizovat kroky B a C.

4. Pozrite si aplikovanie tohto nastroja v kurze Didaktika matematiky v knihe MnoZziny bodov. Dostupné Tu.
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Mocnost bodu ku kruznici

Je dana kruznica k(S,r) so stredom S a polomerom 7. Bod M leZi zvonka kruZnice. Nech p je se¢nica kruznice k vedena

bodom M a A, B su priesecniky secnice s kruznicou k .

Skumajme sucin m = |[MA|-|MBJ|. Po otvoreni motivacného appletu "MOBOKEKR" od Martina Vinklera a
experimentovanim s polohou bodu M, mézeme vyslovit hypotézu:

Suéin m = |MA|.|MB| je konstantny.

Otvorte si motivacny applet Tu.

Otazky.
;v 7. ’ v . H . . .. v, ’ - A
Je su¢in m = |[MA| - |MB| nezavisly od polohy se¢nice p = AB? Inymi slovami je konstantny pre fubovolnud polohu bodov
A, B?
Méozeme definovat sucin aj pre pripad, ak bod M leZi vo vnutri kruznice k(S,r)? Odpovede nidjdeme vo forme ddkazov

viet 0 mocnosti.

Definicia (Mocnost bodu ku kruznici).
Lubovolnému bodu M roviny mozno priradit realne ¢islo m , pre ktorého absoltutnu hodnotu plati |m| = |MA| x |MB|,
pricom

1.m > 0 pre bod M leZiaci mimo kruznice (vonkajsi bod kruznice),

2. m = 0 pre bod M leziaci na kruznici (bod kruznice),

3.m < 0 pre bod M leZiaci vnutri kruznice (vnatorny bod kruznice).

Cislo m sa nazyva mocnost bodu M ku kruznici k.

Veta 1.

Mocnost bodu M ku kruznici (S, r) nezavisi od polohy se¢nice kruznice, ktord prechadza bodom M .

Dokaz.
1. UvaZujme o trojuholnikoch AMCA, AMBD.
2. Obvodové uhly k obliku AC pri vrcholoch B, D su zhodné.
3. Uhol & pri vrchole M je spoloény pre obidva trojuholniky.

4. Trojuholniky AMCA, AMBD st podobné.

|MB| _ |MC|
[MD] ~ M4l

6. Odtial dostavame |MA| x |[MB| = |MC| x |MD| =konstanta.

5. Pre pomery odpovedajucich stran plati
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7. Tym je dékaz ukonceny.

Otvorte si konstrukény dékaz Tu.

Dosledok.

Sugin |MA| x |MB| sa rovna &isluv?> — 12, kde v = |MS| a r je polomer kruznice k(S, 7).

Dokdzat tento dosledok je velmi jednoduché. Staci zvolit se¢nicu CD tak, aby prechadzala stredom kruznice. V takom
pripade bude

* |MD|=|MS|+|SD|=v+r a

* |MC|=|MS|—-|SC|=v—r.

Po vynasobeni (v + 7)(v — 1) = v® — .

Poznamka.
V pripade, ked bod M lezi vo vnutri kruznice tvrdenie vety 1 a tvrdenie dosledku ostava v platnosti. Trojuholniky
AMCA, AMBD su podobné. Naviac v sulade s definiciou mocnosti bodu ku kruznici, bude v pripade bodu leziaceho vo

vnutri kruznice, ¢islo m = v? — 2 zdporné. Pozrite si ilustraény obrazok.

Nasledujica veta plati len v pripade, Zze bod M je mimo kruznice k. Mocnost bodu M v tomto pripade mdzeme vyjadrit

pomocou velkosti Usecky |[MT|, kde T je dotykovy bod doty¢nice ku kruZnici, ktord prechadza bodom M.

Veta 2.
Pre mocnost bodu M, ktory lezi zvonka kruznice k(S,r), plati rovnost m = \MT\2 =v? —7r2. Bod T je dotykovy bod

dotycnice, ktora prechadza bodom M.

Dékaz vety 2 ilustrujeme ako limitny prechod vo veta 1.
1. Vztah |m| = |MA| x |[MB| plati pro [ubovolnu secnicu.
2. Pohybujme secnicou tak, aby sa postupne bliZila k dotycnici v bode T.
3.Bod A i bod B sa blizia k bodu T
4. Velkost usecky M A sa blizi k velkosti Usecky MT.
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5. Z toho usudzujeme, 7e suéin MA x MB sa bliZi k st¢inu MT x MT = MT?2.

Pomocou obrazka urobte korektny matematicky dokaz. Vyuzite podobnost trojuholnikov AMAT, AMTB, ktoré maju
MA| _ |MT|

zhodné uhly. Pre pomery odpovedajucich stran plati I B

Pri odvodeni vzfahu m = |MT|*> = v2 —r? mbieme vyufit skutoénost, 7e trojuholnik MST je pravouhly a pouzit

Pytagorovu vetu.

Definicia (Chordala a chordicky bod).
Majme dve nesustredné kruZnice k;(S;,r:),i = 1,2. MnoZina vSetkych bodov, ktoré maji rovnaki mocnost k obom

kruzniciam je priamka kolma k spojnici stredov tychto kruznic. Nazyvame ju chordala.

Korektnost definicie a konstrukcia chordaly.

a. Dané kruznice k;(S;,r;),i = 1,2 sa pretinaju v dvoch bodoch/prieseénikoch. Priamka uréend priese¢nikmi danych
kruZnic je spolo¢nd secnica oboch kruZnic. Preto [ubovolny bod priamky uréenej tymito priese¢nikmi md rovnaku
mocnost k obom kruzniciam. Priamka urcena prieseénikmi danych kruznic je chordala danych kruznic.

b. KruZnice sa dotykaju v bode, ktory ma mocnost m = 0 k obom kruzniciam. Chordéla je spolo¢na dotyc¢nica v bode.
Dékaz, Ze spoloéna dotyénica je mnozina bodov s rovnhakou mocnostou k obom kruzniciam, vyplyva z vety 2.

c. V pripade, Ze kruZnice nemaju spolo¢ny bod zvolme pomocnl kruZnicu ks3(Ss,rs), ktord pretina obe kruinice
ki(Si,ri),i =1,2. Zostrojme chordaly chord(k;,ks) :(Ai_Bz, i =1,2. Ich priesecnik oznatme P. Tento bod ma
rovnaki mocnost ku vietkym trom kruZzniciam. Nazyvame ho chordicky bod. Tymto bodom potom vedieme

kolmicu k Usecke, €o je chorddla kruZnic k;(S;,r;),i = 1, 2. Aktivujte si priloZeny applet.

Otvorte applet Tu.
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Cvicenie ||

. Zostrojte trojuholnik AABC, pre ktory su dané taznice t,, ¢, t..
. Zostrojte trojuholnik AABC, pre ktory je dané: AABC : AB,v,,t.. RieSenie vyhladajte v praci [DAV, 2005].
. Zostrojte trojuholnik AABC, pre ktory je dana vyska A A, taznica t, a stred opisanej kruznice S. RieSenie Tu.

.Dand je usecka A4, a priamka p. Zostrojte trojuholnik AABC s vrcholom A a vySkou AA,, ktorého taZisko a stred

kruZnice opisanej leZia na priamke p. Pozri 56. ro¢nik MO, $k. rok 2006/2007, Gloha B — | — 6. Riesenie Tu.

. Zostrojte trojuholnik AABC, pre ktory je dana vyska v, a taznice t,, t;.
. Zostrojte trojuholnik A ABC, pre ktory su dané vysky v, , vy, Ve -
. Dokaite, 7e pre taZnice t,, ty, t, plati vztah: %(a +b+c) <t,+t, +t. <a+ b+ c.Pozripracu [KRI], str. 19.

. Dokazte, Ze taznice v fubovolnom trojuholniku sa pretinaju v jednom bode pomocou osovej afinity.
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/obrazenia

Definicia.
Pod geometrickym zobrazenim v rovine E, rozumieme predpis f, ktory lubovolnému bodu X € E, priradi najviac jeden

bod X' = f(X).

V tejto kapitole sa budeme skiimat
1. zhodné a podobné zobrazenia,
2. osovu afinitu,
3. stredovu kolineaciu,

4, kruhovu inverziu.

Definicia.
Zobrazenie f : E; — Eo nazyvame zhodné zobrazenie v ( E; ), ak pre kazdé dva rozne body X,Y € E, plati
XY ~ Xy,
kde X' = f(X),Y' = f(Y). Zhodné zobrazenia predstavuju geometrické zobrazenia euklidovskej roviny, ktoré zachovavaju

incidenciu Utvarov a vzdialenost bodov (metriku).

Rovinné geometrické utvary U;,U, sa nazyvaju zhodné , ak existuje zhodné zobrazenie, ktoré jeden z nich zobrazi na

druhy. Zhodnost dvoch utvarov symbolicky oznaéime takto: U; ~ U, alebo takto U; = Us,.

Definicia.
1. Zhodné zobrazenie, ktoré nemeni orientdciu trojice nelinedrnych bodov nazyvame priama zhodnost . Zobrazenie,
ktoré nie je priama zhodnost sa nazyva nepriama zhodnost.

2. Utvar U nazyvame samodruinym zobrazenie f, ak sa v zobrazeni f zobrazi sém do seba, t.j. f({U) = U.

V euklidovskej rovine pozname $est typov zhodnych zobrazeni a to
identitu,
osovl sumernost,
stredovud simernost,
otocenie (rotaciu),
posunutie (translaciu),

posunutud simernost.

Tvrdenie.

Zlozenim dvoch zhodnych zobrazeni je zhodné zobrazenie.

Dokaz tohto tvrdenia prenechavame na Citatela.

Definicia.
Nech o je dana priamka. Zobrazenie, pre ktoré plati:

1. obrazom bodu X leZiaceho na priamke o je bod X’, ktory je totozny s bodom X,

92



2. obrazom bodu X neleZiaceho na priamke o je bod X', pre ktory plati, Ze priamka XX’ je kolmd na priamku o a
stred Usec¢ky XX’ lezi na priamke o,
nazyvame osova simernost,

3. Priamku o nazyvame os osovej simernosti. Osovu simernost s osou o budeme oznacovat symbolom cr(o).

Otvorte si applet Tu.

Cvicenie.
Je dana priamka p a body A, B leZiace v tej istej polrovine s hrani¢nou priamkou p. Uréte bod X € p tak, aby
sucet |[AX| + |BX]| bol ¢o najmensi.

RieSenie Tu.
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Stredova sumernost a rotacia

Otvorte applet od autora Daniel Mentrard Tu.

Definicia.
Nech S je dany bod. Zobrazenie, pre ktoré plati:
1. obrazom bodu S je bod S,
2. obrazom bodu X # S je bod X', pre ktory plati, Ze bod S je stredom Useky XX’ nazyvame stredova simernost ,

3. bod S sa nazyva stred otacania.

Otvorte si dynamicku prezentaciu Tu.

Definicia.
Nech je dany bod S, uhol « (velkost uhla je nanajvys 360°) a orientécia kladna (proti smeru hodinovych rudiciek) resp.
zaporna (v smeru hodinovych ruciciek). Zobrazenie, pre ktoré plati:
1. obrazom bodu S je bod S,
2. obrazom bodu X £ S je bod X', ktory leZi na kruZnici k(S; SX) a zarovei uhol XSX' je zhodny s uhlom q, pricom
orientdcia je kladn3, resp. zaporna, sa nazyva otocenie,
3. Bod S sa nazyva stred otocenia. Otocenie so stredom S a uhlom « a kladnou resp. zapornou orientaciou budeme

oznacovat pg,_q.
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Otvorte si applet Tu.

Tvrdenia (Rozklad zhodnosti na osové simernosti).
1. Identitu moZno rozloZit na dve osové simernosti, ktorych osi st totozné. (D6kaz prenechdvame na Citatela).
2. Kazdu stredovi sumernost mozno rozloZit na dve osové simernosti, ktorych osi st na seba kolmé a prechadzaju
stredom stredovej simernosti.
3. Kazdu rotdciu mozno rozlozit na dve osové simernosti, ktorych osi prechadzaju stredom rotécie, zvieraju uhol,
ktorého velkost sa rovnd jednej polovici velkosti uhla rotacie, priCom orientacia uhla roticie je suhlasna s

orientaciou uhla od osi prvej osovej simernosti ku osi druhej osovej sumernosti podla poradia v zlozeni.

Otvorte konstrukény dokaz Tu.

Cviéenie (Stredovd sumernost).
SU dané dve sustredné kruznice ki (O, 71);ko(O,75);71 > 79 a bod S vo vnutri ky. Zostrojte obdiznik

ABCDtak,ze A,B € k1;C,D € kyabod S je jeho stredom. Riesenie Tu.
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Posunutie

Definicia.

R —
Dany je vektor u. Zobrazenie, pre ktoré plati, Ze obrazom bodu X je bod X', pricom plati rovnost vektorov & = XX’, sa
nazyva posunutie alebo translacia.

Vektor 4 nazyvame vektor posunutia. Posunutie o vektor & budeme oznacovat 7;;.

Otvorte si applet Tu.

Tvrdenie.
Kazdé posunutie mozno rozloZit na dve osové simernosti, ktorych osi st rovnobezné (rozne), zaroveri si kolmé na vektor
posunutia, ich vzdialenost je rovna jednej polovici velkosti vektora posunutia, pricom orientacia vektora posunutia je

suhlasna s orientaciou od osi prvej osovej simernosti ku osi druhej osovej sumernosti podla poradia v zlozeni.

Urcenie vektora posunutia, ak posunutie je dané dvomi osovymi simernostami je prezentované appletom "Posunutie".

Otvorte si applet "Posunutie" Tu.

Definicia.

Zostrojte rovnobeznik ak st dané velkosti jeho stran a, b a velkost ¢ uhla, ktory zvierajd jeho uhlopriecky.

Otvorte si riesenie Tu.
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Definicia.
Zobrazenie, ktoré je zloZzenim osovej simernosti a posunutia (v flubovolnom poradi), pricom os osovej simernosti a
vektor posunutia su rovnobe?né, nazyvame posunuta stimernost ; (posunutd simernost dand osou o a vektorom

budeme oznacovat 9,..:).

Poznamka.

V niektorej literature sa pre posunutt simernost pouZiva nazov posunuté zrkadlenie.

Tvrdenie

ZloZenim troch osovych simernosti s navzajom roznymi osami je bud osova simernost’ alebo posunuta simernost.

Dokaz
Nech st dané osové sumernosti o(o;),0(02),0(03) a nech 0] # 0y # 03 # 01 sU navzéjom rézne priamky. Pre
vzdjomnu polohu tychto troch priamok mozu nastat 3 pripady:

1. VSetky priamky st navzajom rovnobeiné > vysledné zloZené zobrazenie je osova sumernost.

2. Dve st rovnobeZné a tretia ich pretina - vysledné zloZené zobrazenie je posunuta simernost.

3. Priamky leZia na stranach trojuholnika (navzajom su r6znobeiné) - vysledné zloZené zobrazenie je posunuta

sumernost. Otvorte si applet Tu.

Cvicenie
Dany je pravidelny 6-uholnik ABCDEF a body X,Y , pricom (ABX)= (DEY) =2. Najdite zhodné

zobrazenie, ktoré zobrazi trojuholnik AXS do trojuholnika Y DF. Bude to priama alebo nepriama zhodnost?

RieSenie

Otvorte si applet Tu.
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Grupa zhodnych zobrazenif

Tvrdenie.
1. ZloZenie fubovolného konec¢ného poctu osovych simernosti mozno vidy redukovat na zloZenie maximalne troch
osovych siumernosti. Pozrite si konstrukény dokaz Tu resp. Tu.
2. Zlozenim lubovolného konecéného poctu zhodnych zobrazeni je identita, alebo osova sumernost, alebo stredova
simernost, alebo rotacia, alebo translacia, alebo posunuta simernost.
3. VSetky zhodnosti v rovine tvoria vzhladom na skladanie zobrazeni grupu (tzv. grupu zhodnosti). Generatorom grupy

zhodnosti je osova simernost.

Zhodnosti reprodukujlce Stvorec tvoria podgrupu. Pozrite si dynamicky model.

@ A O

© s

A
 *
L =] N[ X

Otvorte Tu.
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Rovnolahlost

Definicia.
Podobné zobrazenie (podobnost) je zobrazenie, v ktorom obrazom kaZdej Usetky AB je Usetka A'B’, ktorej velkost je k-

nasobkom velkosti Use¢ky AB (k > 0).

V kazdom podobnom zobrazeni plati:
® obrazom priamky AB je priamka A’ B, obrazom rovnobeznych priamok st rovnobezné priamky,
— —_—
* obrazom polpriamky AB je polpriamka A'B’,
* obrazom opacnych polpriamok st opacné polpriamky,

¢ obrazom uhla ZAV B je uhol ZA'VB' zhodny s uhlom ZAVB.

Definicia (Rovnolahlost).
Je dany bod S a realne &islo k, & # 0. Rovnolahlost (homotétia) je zobrazenie ff(S, n), ktoré priraduje:
1. kazdému bodu X # S bod X' tak, Ze |SX'| = |x||SX]|, pre K > 0 leZi X’ na polpriamke S—)E, pre k na polpriamke k
nej opacnej,

2.bodu S bod S = 5.

Otvorte si applet Tu.

Poznamka.

Rovnolahlost (S, k) je podobnost s koeficientom |k|. Pre & = 1 je identitou, pre K = —1 rotaciou okolo S
0 180° (aj stredovou simernostou so stredom v bode S ).

Pre kK # 1 je jedinym samodruznym bodom stred S. Samodruznou priamkou je ka?dad priamka, ktord

prechadza stredom rovnolahlosti. Pozrite si sibor appletov od Martina Vinklera Tu.

Rovnolahlost je Specialne podobné zobrazenie. To znamenad, Zze ma vsetky vlastnosti podobného zobrazenia.

Naviac ma vlastnost, Ze v rovnolahlosti odpovedajtice priamky (vzor a obraz) st rovnobezné.
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A B AN B
Vlavo. V rovnolahlosti plati: AB || A'B'. Vpravo. Podobné zobrazenie zloZené z rovnolahlosti a otacania.

Otvorte si applet Tu.

Veta 1.
V rovnolahlosti ##(S,k): X — X'
1. kazdé dve rovnolahlé priamky su rovnobezné,
2. kazdé dve rovnobezné a nezhodné usecky su rovnolahlé dvomi spésobmi,
3. kaidé dve nezhodné kruznice (Oi,71),(02,72) sU rovnolahlé, pricom stredy rovnolahlosti leZia na
strednej kruznic,
4. spoloc¢né dotycnice dvoch kruznic prechadzaju odpovedajicimi stredmi rovnolahlosti (vnatornym S; a

vonkajsim S; stredom rovnolahlosti).

Pohybuj

Otvorte si applet Tu.

Veta 2.
Nech su dve kruZnice k1 = (O1,71),k2 = (O2,72) rovnolahlé, ich vonkajsi stred rovnolahlosti je bod S,
vnutorny stred rovnolahlosti S;. Potom plati

jﬁ(sl,.‘i:r—z)lkz—)kl, ‘%(Sz,i@:—:—j):kl —)kz-

71

Veta 3.
ZloZenim rovnolahlosti a zhodného zobrazenia dostaneme podobné zobrazenie.

Kazdé podobné zobrazenie mozno ziskat zlozenim vhodného zhodného zobrazenia a rovnolahlosti >.

Cvicenie 1.

Do daného trojuholnika ABC vpiste Stvorec KLMN tak , aby strana KL leZala na strane AB, bod M lezal na
strane BC a bod N na strane AC.

Riesenie v praci [RUM], str. 98.

Cvicenie 2.
SU dané dva rézne body A, M, ktorych vzdialenost je d. Dalej je dané kladné ¢islo v. Zostrojte kosostvorec
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ABCD s vyskou v tak ,aby bod M bol stredom jeho strany BC.

y 41

o i ;

Otvorte si rozbor ulohy Tu. RieSenie v praci [KRIZ], priklad 103.
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Afinita

Geometrické zobrazenia f v euklidovske] rovine E; méZzeme skiimat aj podla poétu a druhu samodruznych prvkov.

Definicia (Samodruzné prvky).
1. SamodruZny bod X € E, je bod, ktory sa pri zobrazeni f zobrazi sam na seba. Plati: X' = f(X).
2. Samodruznd priamka p C E, je priamka, ktord sa pri zobrazeni f zobrazi sama na seba p = f(p). Zaroven existuje
bod P ¢ p, ktory sa zobrazi do bodu P’ # P;P' cp.
3. Priamka samodruznych bodov je priamka, kde kazdy jej bod je samodruzny. Pre kazdy bod na priamke plati X = X'.

Hovorime o bodovo samodruZnej priamke.

Zvolme si v euklidovskej rovine E, dve réznobezné priamky o = PQ, s = AA'. Pozrite si obrazok Afinita. Budeme skimat
geometrické zobrazenie OA s vlastnostami
1. Obrazom lubovolného bodu X € 0 = PQ je tenisty bod X, priamka o = PQ je bodovo samodruzna..
2. Obrazom lubovolného bodu B € E; je bod B' € E,, ktory lezi na priamke s = BB' || s = AA'.
3. Obrazom priamky m = AB je priamka m’' = A'B’, pritom bod 1 = m N'm' je samodruzny. V pripade rovnobeZnosti
m || o jetiezm' || o (bod 1 je nevlastny).
4. Obrazom priamky rovnobeZnej s priamkou s = AA’ je ta istd priamka, priamka je samodruZna.

5. Takéto zobrazenie je zrejme bijektivne zobrazenie euklidovskej roviny. Budeme ho nazyvat osova afinita v rovine.

Obr. Afinita

Vlastnosti.
¢ osova afinita je jednoznaéne uréend priakou o = PQ a dvojicou odpovedajucich si bodov 4, 4’,
e priamku o = PQ nazyvame os afinity a priamku s = AA’ nazyvame smer afinity,
* osova afinita zachovava incidenciu, rovnobeZnost a deliaci pomer troch kolinearnych bodov. Dékaz je zaloZeny na

vlastnosti podobnych trojuholnikov. Pozrite si pracu [PLICH].

Osovu afinitu mézeme vyuzit aj pri dékazoch niektorych vlastnosti véeobecnych trojuholnikov. Staéi ak dokazeme urcit
osovu afinitu, v ktorej sa dany vSeobecny trojuholnik zobrazi na rovnostrany trojuholnik. KedZe osova afinita zachovava
incidenciu a deliaci pomer (Specidlne stred Usecky sa zobrazi do stredu uUsecky), tak napriklad vlastnost taznic staéi
dokazat len pre rovnostranny trojuholnik.

Uvedieme konstrukciu ako takdto osova afinitu urcuit.

Cvicenie.

Uréte OA tak, aby sa vieobecny trojuholnik ABC zobrazil do rovnostranného trojuholnika A’ B'C’. RieSenie
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najdete Tu.

RieSené priklady.
Osov4 afinita je dana osou o a dvojicou odpovedajucich bodov (4, A’). Zostrojte bod B', ktory je obrazom daného bodu
B. Nechm = AB je priamka ur¢end bodmi A, B. UvaZujme dva pripady:
1. Priamka m je r6znobeZna s osou o, rieSenie Tu.
2. Ak priamka m je rovnobezna s osou o tak pouzijeme konstrukciu:
o zvolme si vhodnu priamku p prechadzajucu bodom A, ktora nie je rovnobezna s osou o
© na priamke p si zvolme bod C tak, aby priamka BC nebola rovnobezna s osou o
o obrazom priamky p = AC je priamkaa’ = A1, obraz C* bodu C musi lezat na priamke a”
© bodmi B, C je uréena priamka b = BC, obrazom priamky b je priamkab” = C’2

o obraz B’ bodu B musi lezat na priamke b”, riedenie Tu.

Veta.

Obraz kruZnice v osovej afinite je elipsa (dokaz je jednoduchy ak vyuZijeme metddy analytickej geometrie).

Na zostrojenie takejto elipsu mézeme vyuzit dva spdsoby.
1. Priama konstrukcia hlavnej a vedlajSej poloosi.
Najdenim zdruzenych priemerov elipsy. VyuZijeme skutoénost, Ze v kruznici zdruzené priemery su také priemery,
ktoré su vzajomne kolmé. (Priemery elipsy resp. kruZznice sa nazyvaju zdruzené, ak su dotycnice v krajnych bodoch

jedného priemeru rovnobezné s druhym priemerom a naopak.)

Otvorte si applet Tu.

2. Nepriamo pomocou Rytzovej konstrukcie.
V kruznici zvolime dva fubovolné na seba kolmé priemery KL, MN a najdeme ich obrazy K'L', M'N'. Osova afinita
zachovéva rovnobezZnost a deliaci pomer. Preto tvoria Usecky K'L', M'N' zdruzené priemery elipsy. Ak pozndme dva

zdruzené priemery elipsy, vyuZijeme na najdenie hlavnej a vedlajsej osi Rytzovu konstrukciu. Pozrite si pracu [PLI].

Poznamka.
Vztah osovej afinity v euklidovskej rovine si mdzeme predstavit aj ako kolmy priemet priestorovej afinity. Uvedieme
definiciu osovej afinity medzi dvoma réznobeinymi rovinami v euklidovskom priestore z prace [DRA]. Pozrite si

dynamicky obrazok "Priestorova afinita".
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Definicia.
- N 5 . ;o L N . . L 5
UvaZujme dve r6znobeZné roviny o, &' a ich priese¢nicu oznaéme o. Zvolme dalej smer s, ktory je roznobezny s oboma
. . 12 . . <. . . . . ! ¥ .,
rovinami &, &' . Potom priradime navzdjom body a priamky roviny & bodom a priamkam roviny o' tak, Ze plati:
* spojnice zodpovedajucich si bodov st rovnobezné s priamkou s,

* priesecniky zodpovedajucich si priamok leZia na priamke o.

b

wa.

Priciet

Obr. Priestorova afinita, otvorte si dynamicky obrazok Tu.

* Osovu afinitu medzi dvoma r6znobeznymi rovinami s vyhodou vyuZivame pri rezoch rovnobeznostena.

* Porovnajme vlastnosti osovej afinity s rezcom hranola, obrazok "Rez hranola (obrazok je prevzaty s prace [PLI]).

G

Obr. Rez hranola
* Rovina p zodpoveda rovine rezu, rovina p’ zodpoveda rovine dolnej podstavy. Smer afinity s zodpoveda smeru
hran, napriklad AE. Zodpovedajlce si body st napriklad body A, A’. Os o je priesenica rovin p, p' a zodpoveda

priesecnici roviny podstavy a roviny rezu.
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Stredova kolineacia

Definicia (Stredova kolineacia medzi dvoma rovinami).
Nech st dané dve rézne roviny a, @’ a bod S, ktory neleZi ani v jednej z nich.
1. Stredova kolineacia je bijektivne zobrazenie dvoch rovin, pri ktorom kazdému bodu prvej roviny odpoveda jeho
priemet zo stredu S do roviny druhej. PouZiva sa aj termin perspektivna kolinedcia.
2. Stred premietania S sa nazyva stred kolineacie. Priamku o, priesecnicu rovin «, o/, nazyvame osou stredovej

kolineacie.

Pricict

—

Otvorte si dynamicky obrazok Tu.

Vlastnosti.
1. Vlastnému bodu méze odpovedat nevlastny bod a naopak. Ak bod U € « leZi v rovine rovnobeZnej s rovinou o, tak

>
priamka SU sa s rovinou o/ pretina v nevlastnom bode. Analogicky pre bod V..

Otvorte si dynamicky obrazok Tu.

2. Priamky, ktoré si odpovedaju v perspektivnej kolineacii, sa pretinaju na osi kolineacie alebo su s fnou rovnobezné
(maju spolo¢ny nevlastny bod).

3. Body osi kolineacie si samodruzné body. Perspektivna kolineacia zachovava incidenciu.

4. Perspektivna kolinedcia nezachovava deliaci pomer ale zachovdva dvojpomer. Stred Usecky sa vo vSeobecnosti

nezobrazuje do stredu Usecky.

Pre situaciu, ked obrazom vlastného bodu ja nevlastny bod a naopak, pouzivame terminolégiu:
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1. Vlastny bod U, ktory sa v kolineacii zobrazi do nevlastného U’  nazyvame ubeZnik (niekedy dbeZnik 1. druhu).
2. Vlastny bod V', ktory je v kolinedcii obrazom nevlastného bodu V,, nazyvame ubeZnik (niekedy Ubeznik 2. druhu).
3. Priamky, ktoré st obrazom alebo vzorom nevlastnej priamky sa nazyvaju ubeznice . UbeZnice(priamky) obsahuju

vsetky Ubezniky daného druhu a su rovnobezné s osou afinity.

Specialny typ perspektivnej kolineacie ak stred $ je nevlastny bod, tak perspektivna kolinedcia je osova afinita.
Perspektivnu kolineaciu si mézeme zjednodusene predstavit ako vztah medzi rezom ihlana (resp. kuZela) rovinou a

podstavou.

Otvorte si krokované riesenie Tu.

Poznamka.
Stredovl kolineaciu medzi dvoma rovinami a, o v euklidovskom priestore mézeme previest na stredovu kolineéciu v

rovine.

1. Zvolime si rovinu 7, do ktorej budeme premietat a smer premietania uréeny vektorom "Priemet", pri¢om smer
premietania volime tak, aby nebol rovnobezny so Ziadnou z rovin o, o’ .

2. Os kolinedcie o, stred kolineacie S a zodpovedajuice si body A, A’ premietneme pomocou smeru "Priemet" do
roviny .

3. KedZe rovnobezné premietanie (smer "Priemet") zachovava rovnobeZnost, tak pre body Ax, A's plati opat vztah
stredovej kolineacie.

4, Stred kolineacie Sx je rovhobeZznym priemetom stredu S, podobne body Ax, A'+ st priemety bodov 4, A'.

5. Dvojicu odpovedajucich si bodov A4, A’ nazyvame kolinedrne zdruzené body.

6. Vo vieobecnosti kolineacia je jednoznaéne uréena stredom S, osou o a dvojicou odpovedajucich si bodov A — A'.

V takom pripade budeme pre kolineaciu pouzivat oznacenie KC(S,0, A — A').

Cvicenie.
1. V kolinedcii K(S, 0, A — A’) zostrojte(urcte) Ubeznice. Riesenie Tu.

2.V kolineacii J¢ (S, o, u) zostrojte obraz trojuholnika ABC. Strany AB, AC pretinaju UbeZnicu u.
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RieSenie Tu.

Veta.

Obrazom kruznice v stredovej kolineacii je regularna kuzelosecka (elipsa, parabola alebo hyperbola).

Reguldrne kuzelosecky mozeme klasifikovat podla poctu nevlastnych bodov. Elipsa ma vsetky body vlastné. Parabola ma
jeden nevlastny bod a hyperbola ma dva nevlastné body.
Z predchadzajuceho textu vieme, Ze obrazom ubezniku I. druhu je nevlastny bod. Z toho vyplyva, Ze ak kruznica s
ubeznicou

1. nema Ziadny spoloc¢ny bod, potom je obrazom kruznice elipsa,

2. ma prave jeden spolo¢ny bod, potom je obrazom kruZnice parabola,

3. ma dva rozne priesecniky, potom je obrazom kruznice hyperbola.

Pozrite si rieSené priklady Tu.
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Kruhova inverzia

Mébiova rovina je euklidovskd rovina doplnend o jeden nevlastny bod M, ktory budeme nazyvat Mébiov
bod.

V takto doplnenej rovine mézeme definovat zobrazenie, ktoré sa nazyva kruhova inverzia.

Definicia.
V Mébiovej rovine je dana kruZnica w(S, r). Kruhova inverzia vzhfadom ku kruZnici w je zobrazenie, ktorého obrazom
1. stredu S kruznice w je bod M >

2. bodu M* je stred S kruznice w

—
3. [ubovolného bodu X # S a X # M je bod X' leziaci na polpriamke SX tak, Ze plati
[SX|- 18X =7r2.

Poznamenajme, Ze
1. ak bod X’ je obrazom bodu X, potom je aj bod X obrazom bodu X’ , dvojicu odpovedajicich bodov nazyvame aj
navzajom inverzné body - kruhova inverzia je involitorné zobrazenie;
2. body na kruznici w su samodruzné;
3. bod leZiaci vo vnutri kruznice w sa zobrazi na vonkajsi bod a naopak.

Konstrukcia obrazu X’ lubovolného bodu X # S a X # M ™ a X ¢ w je zaloZena na Euklidovej vete o odvesne.

Otvorte si dynamicku konstrukciu Tu.

Konstrukcia pre bod X, leZiaci mimo kruznice w:

Z bodu X zostrojime dotycnicu kruznice w, bod dotyku oznaéme T;. Z bodu T zostrojime kolmicu na priamku XS, pata
tejto kolmice je hladany obraz X'. Konstrukciu je mozné poufzit aj pre bod leziaceho vo vnutri kruznice w.

Kruhova inverzia je nelinearne zobrazenie, priamka aZ na Specialne pripady sa nezobrazuje na priamku (priamky, ktoré

neprechadzaju stredom inverzie, sa zobrazuju na kruznice).

Veta (Konformné zobrazenie).
Kruhové inverzia je konformné zobrazenie, t.j zachovava velkost uhla Z/SAB ~ /SB'A’. Pozrite si obrazok "Konformné

zobrazenie".

Dékaz

Z definicie kruhovej inverzie vyplyva
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Obr. Konformné zobrazenie

IS4’ |SB]|

- . /| — p2 sal 27
|SA|-|SA4| = |SB|-|SB| =r* = 2. = 22,

Teda trojuholniky ABS, BAS maju spolocny uhol pri vrchole, st podla vety sus podobné.

Tvrdenie (Obraz priamky a kruznice).

Body priamky prechddzajlcej stredom inverzie S sa zobrazuju opéat na tuto priamku.

Obr. Obraz priamky

Dokaz.
M z 3 ’ v —> s
Ide vlastne o $pecidlny pripad vety o konformnom zobrazeni, ked bod B leZi na kolmici k polpriamke SA. Zrejme plati
no_ ) no_ .2 ISP |SX]
|SP|-|SP'| =|SX|-|SX'| =r* = 5T = 5P
lebo trojuholniky SAB,SB'A’ st podobné. Uhol pri vrchole X' je pravy, preto bod B'je zrejme bodom Thélesovej

kruZznice.

Dosledky .
1. Obrazom priamky p, ktora neprechddza stredom inverzie je kruznica p prechddzajica stredom S.
2. Obrazom kruznice prechadzajlcej stredom inverzie je priamka, ktora neprechadza stredom inverzie.
3. Samodruznymi bodmi su body urcujucej kruznice w.
4. Samodruznymi priamkami su priamky prechadzajuce stredom inverzie.
5. Samodruzné kruZznice su tie, ktoré ortogonalne pretinaju ur€ujicu kruznicu. Dokaz si mozete pozriet v praci

[JAN].

Dokazy tychto dosledkov sa opieraju o involttornost kruhovej inverzie.

Tvrdenie (Obraz kruznice neprechadzajicej stredom S).

Obrazom kruznice, ktord neprechddza stredom inverzie S je kruznica.
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Dokaz.

applet Tu

Obr. Obraz kruznice

Dékaz: VyuZite mocnost bodu S ku kruzniciam k a k/.

Poznamka.
Z obrazku "Obraz kruznice" je zrejmd jedna typicka ale ¢asto opominand vlastnost kruhovej inverzie:

Obrazom stredu kruZnice & nie je stred kruznice k'.

Apolloniova uloha.

Zostrojte kruznicu dotykajicu sa troch geometrickych dtvarov: bodu - B, priamky - p, kruznice - k.

1. Existuje celkove desat moznych kombinacii. Napr. Bpp znamena zostrojit kruznicu, ktora prechadza bodom a
dotyka sa dvoch priamok. Dotyk s bodom znamena incidenciu s nim.
2. Najjednoduchsie pripady nastanu, ked su dané tri body alebo tri priamky; tieto pripady vyriesil Euklides vo

svojich Zakladoch. Apolloniove ulohy patria dodnes k najpritaZlivejsim dlohdm syntetickej geometrie.

Historické poznamky.

1.0 dotyku kruznic udajne pisal uz Archimedes. Jeho spis sa vSak nezachoval. TaktieZz sa nezachoval
dvojzvazkovy povodny spis Apollonia z Pergy (262?-190? pred n. I.) ,,0 dotykoch".

2. Zmienil sa o nom Pappos okolo roku 320, podla ktorého Apollonios vyriesil vSetky ulohy s vynimkou pripadu
troch kruZnic.

3. Ulohu s tromi kruznicami riesil ako prvy F. Viete (1540-1603) v spise , Apollonius Gallus" (Pariz, r. 1600). V
rieSeni poufzil stredy rovnolahlosti troch kruznic.

4. Vo vseobecnom pripade je osem vysledkov. Ak sa dané tri kruZznice navzajom dotykaju, rieSenia su dve (tzv.

Soddyho kruznice).

Pozrite si pracu [SKL].

Metody rieSenia Apolloniovej ulohy
1. MnoZina bodov danej vlastnosti - napr. BBB - Euklidove Zaklady Kniha 4, Tvrdenie V.
2. Rovnolahlost - Uloha Bpp.
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3. Kruhova inverzia - Uloha BBk

4. Gergonnovo riesenie (Gergonne, Joseph Diaz (19. 6. 1771-4. 5. 1859), francuzsky matematik a astronom).
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Zaver

Moderna spolo¢nost kladie vysoké poziadavky aj na edukacny proces, ¢o by sa malo zohladnit uz v procese pripravy buducich ucitelov
matematiky. Tyka sa to aj vyucby geometrie. Primarne pre Studentov vysokych $kol sme pripravili elektronickd knihu "Interaktivna geometria -
planimetria”, ktora prindsa mnozstvo appletov spracovanych v softvéri GeoGebra. Ide o $tudijny material vytvoreny v LMS Moodle, ktory spéja v
sebe prvky interaktivity a dynamiky. Student ma moznost' lepéej vizualizacie situécie, taktiez moznost krokovat' svoje postupy a ucit sa tempom,
ktoré mu vyhovuje. Uplatiujeme tak zakladné didaktické zasady primeranosti a nazornosti. Vyhodou je kompatibilnost oboch softvérov LMS
Moodle a GeoGebra s podporou typografického systému TeX. To umozniuje kone¢nému uzivatelovi pracovat v prostredi, v ktorom sa méze
dobre a prehladne orientovat.

V Gvodnej ¢asti sme sa venovali Euklidovym zakladom a nasledne geometrickym modelom v ramci Hilbertovho axiomatického systému. Dalej
sme uviedli rozne modely a nastroje GeoGebry v ramci kapitoly Neeuklidovska geometria. Ide o ramec, ktory obsahom uciva prevysuje
$tandardné kurikulum stredogkolskej geometrie. Citatelovi tak poskytuje moznost' rozsirit si svoj obzor vedomosti a motivuje Ziakov k dalsiemu
Stadiu. Druhd Cast prace sa zaobera geometriou trojuholnika (taznice, stredné priecky, vysky, Pytagorova a Euklidove vety a pod.), kruznicou a
kruhom (veta o obvodovych uhloch) a zobrazeniami (stredova simernost’ a rotacia, posunutie, rovnolahlost, afinita, stredova kolineacia a
kruhova inverzia). Po kazdej kapitole sme pre Studentov pripravili zbierku cviceni, ktoré maju posluzit” ako cenny zdroj spatnej vazby.

Domnievame sa, Ze implementacia IKT a modernych prvkov do vyucovania geometrie v Sirokom spektre od prostredia zakladnych $kol az po
vysokoskolsku pripravu budcich ucitelov matematiky sa stala nevyhnutnostou. Ziaci po nadobudnuti zakladnej vybavy zru¢nosti s rysovanim
pomocou pravitka a kruzidla sa tak vo vyssich rocnikoch svojho Studia mézu primarne zamerat na pochopenie geometrickych konceptov,
experimentovanie, vytvaranie si priestoru pre sebavzdelavanie sa a reflexie na uz skér dosiahnuté vlastné vysledky a pokrok. To vietko mozno
dosiahnut efektivnou implementéaciou interaktivnych prvkov vo vyu¢ovacom procese, nielen v oblasti geometrie.
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