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Uvod

Analyticka geometria je oblast matematiky, v ktorej sa geometrické Utvary Studuji pomocou suradnicovej ststavy

(pomocou analytickych vyjadreni - rovnic).

Afinnd geometria patri medzi kltucové discipliny modernej matematiky, pricom zohrdva zdsadnu ulohu nielen v
Cisto teoretickej rovine, ale aj v aplikidciach v prirodnych veddch, inZinierstve ¢i informatike. Jej zdkladom je
Studium geometrickych Utvarov a ich transformacii, ktoré zachovdvaju vzajomnu polohu bodov a ich linearne
vlastnosti. Tento pristup umoziiuje popisovat a analyzovat komplexné geometrické Struktiry prostrednictvom
vektorovych a mati¢nych metdd.

Cielom tejto ucebnice je poskytnit Studentom prehlad zakladnych principov afinného priestoru a zobrazeni.
Prezentované ucivo postupne prechddza od fundamentalnych konceptov vektorového priestoru cez zaklady
afinnych transformacii aZ po ich aplikacie. Uéebnica je Strukturovand tak, aby nadvazovala na znalosti z linedrnej
algebry, ¢im poskytuje citatelom pevny teoreticky zaklad a zdroven ich pripravuje na pokrodilejSie Studium
geometrie a pribuznych oblasti.

Prva Cast sa venuje zakladom vektorovych priestorov, ¢o zahffia linedrnu zavislost, dimenziu, bazu a skalarny sucin.
Tato sekcia slizi ako vstupnd brana pre pochopenie Struktury afinného priestoru, kde su predstavené jeho
zakladné vlastnosti vratane vzajomnej polohy podpriestorov. Nasledujuca Cast sa sustreduje na afinné zobrazenia,
ktoré su klicovym nastrojom na pochopenie transformacii geometrickych utvarov, ako st posunutia, rovnolahlosti
a osové sumernosti. Zaver uéebnice zahffia aj konkrétne priklady a ulohy, ktoré pomdahaju Studentom upevnit
teoretické poznatky prostrednictvom praktickych aplikacii.

V sucasnosti zohravaju informacéné a komunikacné technolégie (IKT) doéleZiti ulohu vo vzdeldvani, a analyticka
geometria nie je vynimkou. Prostredie GeoGebra, ktoré ponuka intuitivne ovladanie a Siroké moznosti vizualizacie,
predstavuje efektivny nastroj na demonstraciu principov afinnych zobrazeni a ich aplikacii. Applety vytvorené v
GeoGebre umoZnuju studentom interaktivne skimat rézne geometrické situacie, menit parametre a okamZite
sledovat vysledky svojich Uprav. Tento pristup podporuje nielen lepsie pochopenie abstraktnych konceptov, ale aj
aktivne zapojenie Studentov do procesu uéenia. Okrem toho poskytuje moznost skimat zloZité geometrické
transformacie, ktoré by inak vyZadovali zloZité manualne vypocty.

Tato ucebnica je urend pre Studentov vysokych $kol, najma tych, ktori sa zaoberaji matematikou, fyzikou di
informatickymi disciplinami. Autori veria, Ze poskytnuty obsah im pomdzZe nielen pri rieseni Uloh v ramci studia,

ale aj pri praktickom vyuZiti geometrickych metdd v ich buducej kariére.

Dnes existuju vedla seba dva spdsoby budovania geometrie:
1. Synteticky - bez suradnic
o nazornd, v ktorej sa konstrukcie geometrickych utvarov uskuto¢nuju v sulade s axiomatickym systémom;
dokazy tvrdeni sa robia prevaine konstrukéne;
o vychadzame z euklidovského priestoru podla (Euklidove Zaklady);
o potom zavadzame pojem vektora a nasledne vektorového priestoru;
o syntetickd metéda neformuluje explicitne vztah geometrie k zakladnému polu priestoru (Cizmar, J.,

2007);
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o

o

zakladna schéma budovania: najprv vybudujeme euklidovsky priestor a potom skonstruujeme
vektorovy priestor nad danym polom;
s algebraickym pohladom na Struktiru vektorovych priestorov ste sa oboznamili v kurze Linedrna

algebra.

2. Analyticky — so suradnicami

o}

do hry vstupuje algebraické pole — najcastejsie ide pole realnych Cisel;

v 19. storoéi sa v analytickej metéde zacali vyuZivat vektory a zacali sa skimat afinné (polohové)
vlastnosti vektorov — operacie s vektormi;

pri tejto metdde sa v geometrii pracuje lahsie, v sicasnosti vyznamne pomahaju aj pocitace;

viac prilezitosti skiznut k mechanickému poéitaniu namiesto porozumenia geometrickej podstate daného
problému;

zadkladna schéma budovania: najprv skonstruujeme vektorovy priestor nad danym polom a potom

afinny priestor resp. euklidovsky priestor.

V tejto ucebnici sa zameriame na druhy spésob budovania geometrie. Budeme sa venovat zékladnym pojmom,

ktoré sa viazu na:

1. vektorovy priestor;

2. afinny priestor;

3. afinné transformacie;

4. zhodnostné transformdcie euklidovskej roviny.
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Historické poznamky

Historicky vyvoj analytickej (afinnej) geometrie.

Analytickd geometria, zndma aj ako kartézska geometria, je zakladnou disciplinou matematiky, ktord spaja algebru s
geometriou. Tento vyvojovy proces vSak nebol okamZity; jeho korene siahaju az do staroveku, pricom jeho

postupné zdokonalovanie pokracovalo aZ do 20. storocia.

1. Od Euklida k modernym priestorom.

Uz v 3. storodi pred nasim letopoctom Euklides vo svojom diele Zaklady (Elements) polozil zaklady geometrie, ktoru
dnes oznacujeme ako euklidovsku. Euklidovskd geometria opisuje priestor pomocou zakladnych geometrickych
prvkov: bodov, priamok a rovin. Euklidov pristup sa sustredil na primitivne pojmy (elementy) bod, priamka a rovina
a na primitivne vztahy medzi tymito pojmami, Zikladné elementy opisoval pomocou logickych axiom a
deduktivnych dokazov, pricom na konstrukciu vacsiny zakladnych geometrickych Utvarov pouzival len pravitko a
kruzidlo. Takéto konstrukcie dodnes nesi pomenovanie po Euklidovi — euklidovské konstrukcie. Euklidovska
geometria fungovala vyhradne na konstrukénych geometrickych principoch. Tento systém bol Cisto geometricky, bez

pouZitia ¢isel a algebrickych rovnic popisoval geometrické objekty a vztahy medi nimi.

V roku 1635 nastala zasadna revolucia. Franclizski matematici René Descartes a Pierre de Fermat zaviedli
suradnicovy systém, ktory umoznil prepojenie geometrickych Utvarov s algebrickymi rovnicami. Tento novy sposob
uvaZzovania, publikovany Descartesom v diele La Géométrie, umoznil riesit geometrické problémy algebrickymi

metédami.

Francuzski matematici René Descartes a Pierre de Fermat zohrali zasadnu Ulohu vo vzniku analytickej geometrie
tym, Ze zaviedli stradnicovy systém, ktory umoznil prepojenie geometrickych a algebrickych principov. Ich praca
vznikala na pozadi velkych spolocenskych a vedeckych zmien 17. storocia, ked sa renesancia a skoré novoveké

myslenie zameriavali na racionalitu, dékazy a systematické skiimanie prirody.

2. René Descartes a jeho dielo "La Géométrie" (1637).

René Descartes (1596—1650), povazZovany za otca moderného filozofického racionalizmu, predstavil svoju metédu
spojenia geometrie a algebry vo svojom diele La Géométrie, ktoré bolo sucastou SirSej publikacie Diskurz o metdde.
Dielo je dostupné v PDF formate, pozri pracu [DEC, 1954]. Francuzsky original sa nachadza na stranke Univerzity v
Nantes a je dostupny Tu. V tomto diele opisal principy kartezidnskej siradnicovej sustavy, v ktorej kazdy bod A €

z roviny T je reprezentovany dvojicou realnych cisel.
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Otvorte si dynamicky obrazok Tu.

Historicky vyznam Descartovho pristupu:

Prepojenie geometrie s algebrou: Descartes ukazal, Ze geometrické problémy, ako st umiestnenie bodov, kreslenie
priamok ¢i rieSenie uloh s kruznicami, mozno rie$it pomocou algebrickych rovnic. Napriklad algebrickd rovnica
y = ax + b predstavuje priamku, ¢o bolo revolu¢né v porovnani s tradiénym &istym geometrickym pristupom.
Vedecky kontext:

Descartesovo dielo vzniklo v Case, ked' sa zacinali systematicky rozvijat fyzika a matematika. Jeho pristup poskytol
nastroj na popis pohybu a zmien v priestore, ¢im vyznamne prispel k vyvoju mechaniky a neskér k Newtonovym
zakonom pohybu.

Kartezidnska sustava:

Kartezidnska suradnicova sustava, pomenovana podla Descartesovho latinského mena Cartesius, poloZila pevné
zaklady pre modernu analyticki geometriu. Descartes ukazal, Ze ak si zvolime pevny referenc¢ny bod (pociatok) a

suradnicové osi, mdZzeme popisat cely priestor pomocou Cisel.

3. Pierre de Fermat a jeho prinos.

Pierre de Fermat (1601-1665), zndmy aj ako zakladatel modernej tedrie Cisel, sa nezavisle od Descarta venoval aj
geometrii. Aj ked Fermat svoje prace nezverejnil systematicky pocas svojho Zivota, jeho koreSpondencia a rukopisy
dokazuju, Ze uZz pred Descartesom pouzival algebraické metddy na rieSenie geometrickych problémov. Fermat
skdmal vlastnosti kriviek a priamok pomocou algebrickych rovnic, ¢im podobne ako Descartes polozil zaklady
analytickej geometrie. Fermatove myslienky o krivkach a algebrickych rovniciach mali vyznamny vplyv na neskorsi
vyvoj matematiky, vratane diferencidlneho a integradlneho poctu. Pierre de Fermat sice nepouZival suradnicovu
sustavu tak, ako ju pozndme dnes. Jeho pristup k algebraickému popisu geometrickych Utvarov bol zaloZeny na

konceptoch, ktoré predchdadzali karteziansku stradnicovu ststavu Reného Descarta.

Priklad.
Fermat kruznicu definoval ako mnoZinu bodov, ktoré majd konstantnd vzdialenost 72 od stredu,
pricom tuto vzdialenost opisoval algebraicky. Fermat pouZival pismenda na oznacenie
premennych/vzdialenosti, ktoré zodpovedali dizkam usekov. V modernej noticii mdzeme jeho
pristup chapat nasledovne:

o Predstavme si, Ze =,y oznacuju vzdialenosti bodu M od dvoch pevnych referenénych priamok

a, b, ktoré su na seba kolmé.
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Dynamicku konstrukciu s pohyblivym bodom M si otvorite Tu.
o KruZnica je potom definovana ako sucet druhych mocnin tychto vzdialenosti a tento sucet je
rovny Stvorcu polomeru: z2 + y2 =12, To vyplyva z Pytagorovej vety, z euklidovskej
geometrie.

u

Z uvedeného prikladu vidiet, Ze "zatial" Fermat nepotreboval suradnicové osi. Az Descartes si uvedomil, Ze priamky

a, b mozno generalizovat, a tak vznikla kartezidnska sustava.

4. Dedicstvo Descarta a Fermata

Zavedenie suradnicového systému znamenalo zaCiatok novej éry v matematike. Predstavovalo revoliciu v geometrii.
Umoznilo analyzovat geometrické atvary algebrickymi metdédami, ¢im prepojil dve dovtedy samostatné oblasti
matematiky.

Inspirdcia pre dalsich vedcov

Ich praca bola kl'i¢ova pre vyvoj diferencidlneho a integralneho poétu (Newton, Leibniz), linedrnej algebry a fyziky.
Praktické aplikdcie

Dnes je kartezidanska geometria zakladom vSetkych modernych matematickych a technickych disciplin, od
pocitacovej grafiky az po kvantovi mechaniku.

Praca Descarta a Fermata nebola len matematickou inovaciou, ale aj sucastou sirSieho intelektudlneho hnutia, ktoré
formovalo moderny vedecky pohlad na svet. Analyticka geometria tak ukazuje, ako interdisciplinarne myslenie a

prepojenie filozofie, matematiky a prirodnych vied mozu viest k revolu¢nym objavom.

Analytickd geometria, ktord vznikla spojenim geometrie a algebry v 17. storoci, sa v nasledujucich storociach
neustale vyvijala a rozsirovala o nové koncepty. Kym Descartes a Fermat polozili zaklady tym, Ze zaviedli suradnicovy
systém, dalSie pokroky smerovali k formalizacii a zovSeobecneniu geometrickych a algebrickych principov. Jednym z
dolezitych krokov v tomto vyvoji bola praca Bernharda Bolzana a Hermanna Grassmanna, ktori prispeli k rozvoju

konceptu vektorového priestoru.

5. Bernhard Bolzano a operacie s bodmi a priamkami.

Bernhard Bolzano (1781-1848), cesky matematik a filozof, sa vo svojej praci venoval mnozstvu otazok spojenych s
matematikou, logikou a filozofiou. V oblasti geometrie skimal operacie s bodmi a priamkami, pricom jeho metddy
vykazovali zakladné prvky konceptu, ktory dnes oznaujeme ako vektor. Bolzanove myslienky:
o Operacie medzi bodmi: Bolzano naznadil, Zze body a priamky mézu byt manipulované algebraickymi sp6sobmi,
hoci tieto operacie este neboli presne formalizované. Pozrite si prezentaciu Tu.
o Geometricky vyznam: V jeho praci sa objavuju ndznaky toho, Ze priamky mozno povaZovat za vysledky operacii
medzi bodmi, ¢im vytvoril predobraz vektorovych operacii.
Predstava "smeru a velkosti": Hoci Bolzano explicitne nepracoval s pojmom vektor, jeho opis geometrickych

objektov naznaduje chapanie smeru a velkosti ako zakladnych charakteristik geometrickych entit. Bolzano tak
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pripravil pédu pre neskorsie formalizované koncepty, ktoré umoznili jasnejSie definovat vztahy medzi bodmi a

priamkami v priestore. DalSie informéacie o Bolzanovom vplyve na afinnti geometriu si preéitajte Tu.

6. Hermann Grassmann a jeho dielo "Die Lineale Ausdehnungslehre".

Hermann Grassmann (1809-1877), nemecky matematik a filolég, je dnes povaZovany za jedného z
najvyznamnejsich priekopnikov modernej linearnej algebry. Vo svojej knihe Die Lineale Ausdehnungslehre, 1844
(Linedrna tedria rozsireni) predstavil koncept, ktory dnes pozndme ako vektorovy priestor. Kniha Hermanna
Grassmanna "Die lineale Ausdehnungslehre, ein neuer Zweig der Mathematik" z roku 1844 je dostupna online Tu.
Tato kniha bola revolu¢na nielen pre geometriu, ale aj pre algebru a matematickd analyzu. Grassmannove inovacie:
o Definicia vektora:
Grassmann po prvykrat presne formalizoval pojem vektora ako matematického objektu, ktory ma nielen
velkost, ale aj smer. Vektory uZ neboli viazané len na konkrétne geometrické objekty, ale mohli existovat v
abstraktnom priestore.
o Operdcie s vektormi:
Zaviedol scitanie vektorov, ktoré umoznuje kombinovat dva vektory tak, ze vysledkom je novy vektor. Definoval
nasobenie vektora skaldarom, ¢o meni jeho velkost bez zmeny smeru.
o Vektorovy priestor:
Grassmann opisal priestory, v ktorych tieto operdcie platia, ¢im polozil zdklady pre koncept vektorového
priestoru. Tento priestor bol zovSeobecnenim kartezianskej geometrie, pretoze umozfioval pracovat s n-
dimenziondlnymi priestormi.
o Linedrna zdvislost a nezdvislost:
Zaviedol pojmy, ktoré dnes oznacujeme ako linearna zavislost a nezavislost vektorov, ¢o je klticové pre studium
dimenzii a bazy vektorového priestoru
Grassmannovo dielo bolo revolu¢né, no vo svojej dobe nebolo okamzZite pochopené ani ocenené. AZ s rozvojom
modernej matematiky v druhej polovici 19. storocCia sa jeho praca ukazala ako mimoriadne dolezita. Grassmannove
myslienky nasli Siroké uplatnenie v linedrnej algebre, analytickej geometrii a neskor aj v kvantovej fyzike.

Pozrite si tiez pozndmky Tu.

Poznamky.

1. Prechod od Bolzana ku Grassmannovi:
Zmena myslenia. Kym Bolzano eSte stdle pracoval v ramci tradi¢nej geometrie, Grassmann urobil zasadny
krok smerom k abstrakcii. Tato zmena myslenia znamenala prechod od vizudlneho a geometrického
uvazovania k algebrickému formalizmu. Tento posun umoznil rozsirenie geometrickych konceptov do vyssich
dimenzii a polozil zaklady modernej matematiky.

2. Dedi¢stvo v modernej matematike
Praca Bolzana a Grassmanna predstavuje klu¢ové milniky vo vyvoji analytickej geometrie a linedrnej algebry.
Grassmannove vektorové priestory sa stali zakladom pre vyvoj mnohych oblasti matematiky, od
diferencialnej geometrie cez funkcionalnu analyzu az po tedriu relativity. Tieto koncepty ukazuju, ako sa
matematické myslenie dokaZe vyvijat od konkrétnych geometrickych pozorovani k abstraktnym a
univerzalnym principom.

3. Pozrite si pracu o zrode n- rozmernej geometrie: Cizmar, J. Zadiatky a formovanie zdkladov n - rozmernej

geometrie. Dostupné Tu.

7. William Rowan Hamilton
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William Rowan Hamilton (1805-1865), irsky matematik, fyzik a astronédm, zohral kftcovu U lohu vo vyvoji
matematiky a rozSireni geometrickych konceptov zavedenim kvaterniénov v roku 1 843. Kvaternidny, ktoré su
Stvordimenzionalne entity, predstavuju prelomovy krok v algebrizécii geometrie a analyze priestoru. Hamiltonova
praca poskytla matematicky zdklad pre manipuldciu s bodmi a vektormi v trojrozmernom priestore a neskor aj vo

fyzike a informatike.

Zrod kvaternionov

Hamiltonova préca na kvaternidnoch bola motivovana jeho snahou rozsirit koncept komplexnych ¢isel do troch
alebo viacerych dimenzii. Komplexné &isla, ktoré sa vyjadruju v tvare a +bs, kde i je imaginarna jednotka (#2=-1),
boli uz v jeho Case dobre pochopené a pouZivané na reprezentdciu dvojrozmernych rotdcii a transformacii. Hamilton
sa vSak snazil vytvorit podobnu algebru pre trojrozmerny priestor.

Po rokoch neuspechov si Hamilton uvedomil, Ze trojdimenziondlny systém nezachovava kltUcové vlastnosti
komplexnych Cisel, ale Stvordimenziondlny systém ano. Tento prelomovy objav nastal 16. oktdbra 1843, ked' si

Hamilton pocas prechadzky v Dubline uvedomil rovnice pre kvaternidny a vyryl ich na most Broom Bridge.

Co su kvaterniony?
Kvaternidny su rozsirenim komplexnych Cisel, ktoré maju tvar:

q = a+bi+cj+ dk,
kde a, b, ¢, d st redlne ¢isla a i, j, k s imaginarne jednotky, ktoré splfiaju nasledovné pravidla:
i2=7 =k =ijk=—1.
Tieto pravidla vedu k nekomutativnej algebre, o znamena, Ze nasobenie kvaternidnov nie je komutativne

(ab #£ba). Tento nekomutativny charakter bol novinkou a odklonom od tradi¢nych matematickych systémov.

Pouzitie kvaternionov v geometrii
Kvaternidny umoznili opisovat rotécie a transformacie v trojrozmernom priestore, pricom nahradili komplikovanejsi

systém zaloZeny na maticiach alebo eulerovskych uhloch. Hlavné aplikacie zahriaju:

Reprezentacia bodov a vektorov:

o Kvaterniony mozu reprezentovat body a vektory v trojrozmernom priestore ako ¢isté kvaternidny
(0 +bi +cj+dk).

Rotacie:

o Rotacie okolo akejkolvek osi v trojrozmernom priestore méziu byt efektivne reprezentované pomocou
kvaternidénov. To je mimoriadne uZito¢né v grafike, robotike a leteckom inZinierstve, pretoZe kvaternidony
eliminuju problém gimbal lock (straty stupriov volnosti pri rotaciach).

Transformacie:
o Kvaternidny zjednodusuju vypocCty spojené s transformdaciami objektov v priestore, ¢o sa stalo zakladom pre

moderné 3D modelovanie a pocitaCové simulacie.

Historicky vyznam a vplyv kvaternionov
Hamiltonove kvaternidony mali zadsadny vyznam pre rozvoj matematiky a fyziky. Ich vplyv moino pozorovat v
niekolkych oblastiach.
Vektorova analyza:
o Kvaternidny inspirovali neskorsi vyvoj vektorovej analyzy. William Thomson (Lord Kelvin) a Peter Guthrie Tait,
ktori pracovali s kvaternidnmi, poloZili zaklady modernej vektorovej matematiky.
Fyzika:
o Kvaterniony nasli uplatnenie vo fyzike, najma v kvantovej mechanike a tedrii relativity, kde sa pouZzivaju na opis

rotacii a symetrii.
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Informatika a pocitacova grafika:
o V modernej dobe su kvaternidny neoddelitelnou stéastou 3D pocitacovej grafiky, kde sliZia na manipulaciu a
animdciu objektov v trojrozmernom priestore.
Hamiltonov odkaz
William Rowan Hamilton svojim objavom kvaterniénov nielenZe rozsiril hranice geometrie, ale tiez polozil zaklady
pre moderné chapanie algebrickych Struktdr a ich aplikdcii. Kvaterniény sa stali jednym z prvych prikladov
nekomutativnej algebry a ukazali, Ze abstraktné matematické systémy mozu mat praktické a revoluéné aplikacie.

Hamiltonova praca tak symbolizuje spojenie Cistého matematického myslenia s praktickymi inovaciami.

8. Giuseppe Peano a axiomatizacia vektorového priestoru.

Moderna definicia vektorového priestoru sa zrodila v roku 1888 vdaka talianskemu matematikovi Giuseppemu
Peanovi. Jeho praca znamenala vyznamny krok vo formalizacii matematiky a polozila pevné zaklady pre dalsi rozvoj
geometrie a algebry. Peano bol priekopnikom axiomatického pristupu, ktory matematiku zbavil zavislosti na
intuitivnych predstavach a priniesol déslednt logicku Strukturu.
Peanov prinos spocival v tom, Ze definoval vektorovy priestor prostrednictvom systému axiom, ktoré presne
Specifikovali, ako maju vektory a operacie medzi nimi fungovat. Tento formalny pristup sa stal zakladom modernej
matematiky.
Peanove axiomatické pravidla:
o Operacie medzi vektormi:
Zaviedol séitanie vektorov, ktoré musi byt komutativne a asociativne.
Urcil existenciu nulového vektora, ktory nema Ziadny smer ani velkost.
Definoval opacny vektor, ktory v kombinacii s povodnym ddva nulovy vektor.
o Nasobenie skaldrom:
Peano formalizoval nasobenie vektora skaldrnou hodnotou, ktoré meni velkost (a pripadne smer) vektora.
o Axiomatické vlastnosti:
Operacie musia byt kompatibilné so skalarmi, pricom skaldre patria k ¢iselnému polu, zvycajne k redlnym alebo
komplexnym cislam.
Peanov pristup bol revoluény, pretoZze umoznil abstrahovat vektorové priestory od ich geometrickej intuicie a rozsirit

ich na fubovolné dimenzie a aplikacie.

Rozsirenie vektorového priestoru v 20. storoci.

Na prelome 19. a 20. storoCia Peanove axiomatické zaklady rozvijali dalsi vyznamni matematici, ako Stefan Banach a
David Hilbert. Tito vedci priniesli nové typy priestorov, ktoré vyznamne obohatili matematicki analyzu a
funkcionalnu analyzu.
Stefan Banach a Banachove priestory
Stefan Banach (1892-1945) bol polsky matematik, ktory zaviedol pojem Banachovho priestoru, ¢o je kompletny
normovany vektorovy priestor. Tento koncept sa stal zakladom funkciondlnej analyzy a nasiel Siroké uplatnenie v
réznych oblastiach matematiky.
Charakteristika Banachovych priestorov:

o Banachov priestor je vektorovy priestor vybaveny normou, ktord umozZiiuje merat "velkost" vektorov.

o M4 vlastnost Uplnosti, o znamena, Ze kazdd Cauchyho postupnost vektorov v tomto priestore ma limitu, ktora

patri do priestoru.

Aplikdcie Banachovych priestorov:

o Tedria diferencialnych rovnic. 112111



o Kvantova mechanika a tedria distribdcii.

o Numerickd matematika a optimalizacia.

David Hilbert a Hilbertove priestory
David Hilbert (1862—-1943), nemecky matematik, zaviedol koncept Hilbertovho priestoru, ktory je Specialnym
pripadom Banachovho priestoru, kde norma vychdadza zo skaldrneho sucinu.
Charakteristika Hilbertovych priestorov:
o Tieto priestory maju skalarny sucin, ktory umoziiuje definovat ortogonalitu a uhol medzi vektormi.
o Su mimoriadne dolezité v kvantovej fyzike, kde reprezentuju stavovy priestor kvantovych systémov.
Aplikdcie Hilbertovych priestorov:
o Kvantova mechanika, kde opisuju vinové funkcie.
o Statisticka analyza a strojové uéenie.

o Tedria signdlov a Fourierova analyza.

Vyvoj od Euklida po moderné priestory.
Celkovy vyvoj analytickej geometrie ilustruje fascinujucu transformaciu geometrickych intuicii na abstraktné
algebraické struktury. Cely vyvoj mézeme zhrnit do 5 bodov:

1. Euklidova geometria: Geometria zaloZzena na axiémach a vizudlnej intuicii.

2. Descartov suradnicovy systém: Spojenie geometrie a algebry, ktoré umoznilo analyzovat geometrické

problémy pomocou rovnic.

3. Grassmannove vektorové priestory: Zavedenie vektorov ako zakladnych stavebnych kamenov priestoru.

4. Peanove axiomatické pravidla: Formalizacia vektorovych priestorov a oslobodenie od geometrickej intuicie.

5. Banachove a Hilbertove priestory: Zovseobecnenie vektorovych priestorov a ich aplikicia v modernej

matematike a fyzike.
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Obsahova struktuira

Pri zostaveni predkladanej vysokoskolskej u¢ebnice sme sa zamerali na dve hlavné oblasti.

1.

2.

Prvda obsahuje témy linearnej algebry, ktoré su nevyhnutné pri Studiu afinnych transformacii. Vybrané
algebraické témy su prezentované tak, aby zdorazrovali ich geometrickd podstatu. Z toho dévodu su do
tejto Casti ucebnice zaradené dynamické applety vytvorené v prostredi GeoGebra. Applety demonstruju
polohové vlastnosti vektorovych operacii, podpriestorov ako aj niektoré metrické vlastnosti.

Druht ¢ast sme zamerali na vlastnosti afinnych transformacii v euklidovskej rovine. Cielom tejto Casti je
priblizit studentom ucitelstva matematiky suvislosti medzi analytickym vyjadrenim transformdcii a ich

geometrickou interpretaciou pomocou interaktivnych appletov.

Strucny formalny obsah ucebnice:

Afinny priestor

Struktura prvej ¢asti predkladanej u¢ebnice

1.

Vektorovy priestor. Skalarny sucin vektorov a jeho vlastnosti. Norma vektora, normovany vektor. Schwartzova

nerovnost.

. Uhol dvoch vektorov. Ortogonalne a ortonormalne vektory. Schmidtov ortogonalizacny proces. Totdlne kolmé

a kolmé podpriestory.

. Vonkajsi sucin v n-rozmernom vektorovom priestore. Vektorovy sucin v 3-rozmernom vektorovom priestore.

Ortogonalny doplnok vektorov.

. Afinny priestor a jeho vlastnosti. Linedrna sustava suradnic. Transformacia linedrnej sustavy suradnic. Deliaci

pomer, stred dvojice bodov.

. Podpriestory afinného priestoru, parametrické vyjadrenie afinného podpriestoru, vzajomna poloha afinnych

podpriestorov.

. Priecka mimobeziek, urcenie priecky danym bodom a danym smerom.
. Spojenie afinnych podpriestorov. Vseobecnd rovnica nadroviny. Zvazok priamok a zvdzok rovin.

. Euklidovsky priestor. Kartezianska suradnicova sustava. Normalovy vektor nadroviny. Vzdialenost dvoch

bodov (bodu od podpriestoru).

. Vzajomna poloha podpriestorov v n-rozmernom euklidovskom priestore. Vzdialenost dvoch mimobeznych

podpriestorov. Odchylka dvoch podpriestorov.

Afinné tansformacie

Struktudra druhej ¢asti predkladanej u¢ebnice

1.

2
3
4.
5
6
7

. Ulohy rie$ené s vyuZitim programu GeoGebra.

Afinné zobrazenie a jeho analytické vyjadrenie.

. Analytické vyjadrenie zhodného zobrazenia. Samodruzné prvky zhodnosti. Grupa zhodnosti.

. Posunutie a rovnolahlost ako afinné zobrazenie.

Zhodné zobrazenia v rovine, ich analytické vyjadrenie. Stredova siimernost. Otocenie.

. Osova simernost, jej analytické vyjadrenie.
. Klasifikacia zhodnosti euklidovskej roviny a v euklidovskom priestore. Skladanie zhodnych zobrazeni.

. Podobné zobrazenie. Samodruzné prvky podobnosti. Analytické vyjadrenie podobnosti euklidovskej

roviny.
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9. Zhodné a podobné zobrazenia v rovine a v priestore v ucive Z8 a SS.

10. Rovnolahlost v $kolskej matematike. Rovnolahlost kruZnic. VyuZitie rovnolahlosti.
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Vektorovy priestor

Synteticky (geometricky) pristup

1. Orientovana usecka je Usecka, ktorej krajné body maju uréené poradie (pripustame aj nulovd orientovanu
usecku). Ak A_)B je orientovana Usecka, bod A sa nazyva jej zaciato¢ny bod, bod B jej koncovy bod.
2. Hovorime, Ze orientované Usecky A_)B,C’HD su suhlasne orientované (rovnobezné, maju ten isty smer), ak
polpriamky A—>B, C’—L; inciduju s priamkami tej istej osnovy a zaroven:
o jedna z polpriamok je ¢astou druhej alebo
o obe polpriamky leZia v tej istej polrovine uréenej priamkou AC .
o V opacnom pripade sa orientované UsecCky nazyvaju nesuhlasne orientované. Symbolicky zapis pre
suhlasne orientované Usecky AB 11 CD a nesuhlasne orientované AB 1| CD.
3. Orientované usecky A_)B, C—D>su ekvivalentné, ak stredy Useéiek AD BC su totozné.
o Geometrickym vektorom nazyvame mnozinu vSetkych orientovanych useciek, ktoré su ekvivalentné s
AB,A+B.
o Orientovana Usecka A_)B sa nazyva reprezentant (umiestnenie) vektora 4, zapisujeme 4 = A—B)
o Geometricky vektor sa nazyva aj volny vektor (mnoZina vsetkych orientovanych uUseciek) a konkrétna

orientovana Usecka sa nazyva viazany vektor.

— — v e —
4. Orientovand Usecka BA je reprezentuje opacny vektor k vektoru 4 a oznacujeme ho —u.

Geometricku interpretaciu najdete v GeoGebra applete Vektory - Usecky.

Cvicenie - [MOZ, 1.1.16 b]. Nezabudnite na nulové vektory.

Vychodiskové definicie

Vo vseobecnosti vektor je mnoZina vsetkych navzajom zhodnych, sihlasne orientovanych useciek.

Umiestnenim vektora sa nazyva kazda orientovand usecka, ktord tento vektor urcuje. Umiestnenim vektora do
bodu sa nazyva také jeho umiestnenie, ktorého zaciato¢nym bodom je dany bod.

Vektor urceny orientovanou Useckou A—>B oznacime tieZ ako rozdiel bodov: B — A. Otvorte si applet Tu.

"Slovo vektor je prevzaté z latinského slova vector (,nositel”, ...). Vektor vznikol z potrieb fyziky (kde napr. vektor
interpretujeme ako silu), do matematiky zaviedol vektory v r. 1853 irsky matematik a fyzik W. R. Hamilton (1805 —
1865). Takmer sucasnu podobu dal ,vektorovému pocétu” na konci 19. storocia americky fyzik J. W. Gibbs (1839 —

1903)." Prevzaté z prace (Vrankova).

Okruh (O,+,-) s jednotkou 1 € O (1 # 0 € 0), v ktorom kazdy nenulovy prvok ma vzhladom na nésobenie
inverzny prvok, nazyvame telesom. Komutativne teleso, v ktorom nasobenie je komutativna operacia, nazyvame

pole.

Nech st dané
* neprazdna mnozina V, ktorej prvky nazyvame vektory,
* pole P, ktorého prvky nazyvame skaldry,
¢ zobrazenie 4+ : V x V — V, ktoré nazyvame scitanie vektorov,

¢ zobrazenie - : P x—V, ktoré nazyvame nasobenie vektora skalarom (prvkom z telesa P).
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Definicia (Vektorovy priestor).

Vektorovy priestor nad pofom P je mnoZina V spolu s dvoma bindrnymi operaciami ( +, ) prave vtedy, ked'

sUcasne platia vztahy:
1. (V,+) je abelovska grupa.
Vektorové axiomy

2. asociativnost pre ndsobenie vektora skaldrom:

3. invariancia vektora pri vynasobeni jednotkovym prvkom
pola: kde 1 oznacuje multiplikativnu identitu v P

4, distributivnost (skaldrneho) ndsobenia k s¢itaniu vektorov:

5. distributivnost nasobenia vektora ¥, ku séitaniu skaldrov a, b:

Na zopakovanie zdkladnych pojmov a vlastnosti algebraickej Struktury "Vektorovy priestor" odpori¢ame okrem
prace od profesora Haviara aj e-knihu venovanu vektorovym priestorom od RNDr. Edity Vrankovej z Trnavskej

univerzity v Trnave. TieZ na zopakovanie operacii s vektormi odporucame pracu "Vektory v geometrii" od PaedDr.

Miroslava Tisora, PhD., ktord je dostupna Tu.

Interpretujte vztahy uvedené v definicii vektorového priestoru v prostredi GeoGebra!

Analyticky (algebraicky) pristup

Priklady vektorového priestoru.

1. Vektory v rovine so scitovanim a nasobenim ako ho poznate zo strednej skoly, tvoria vektorovy priestor nad

telesom redlnych cisel R.

11
@

Otvorte si applet Tu.

2. Usporiadané n-tice realnych cisel s operaciami +, - definovanymi po suradniciach tvoria vektorovy priestor

nad telesom redlnych cisel R.
(T1, 225+, Tn) + (Y1, Y2, Yn) = (T2 + Y1, T2 + Yoo .-, T + Yn)
c'($1a$27---7af'n) = (0'17170'1:27"'70'1%)

V dalsich ¢astiach budeme prevazne pracovat s vektormi, ktoré tvoria usporiadané m-tice realnych cisel a to

len pre rovinu m = 2 resp. priestor n = 3.

Dalsie priklady vektorovych priestorov st mnoziny (vietkych)
1. polynémov v jednej neurcitej nad polfom redlnych &isel, operdcia - scitanie polyndmov "podla rovnakych
mocnin",
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2. redlnych funkcii, operacia - bezny sucet funkénych hodnét,

3. matic typu m X n, operacia s¢itania matic - s¢itanie v rovnakom riadku a stfpci.

Pozrite si pracu [HAV, 2000], str. 40,41, dostupné Tu.

Cvicenie.
Nech je dand mnoZina V usporiadanych trojic resp. dvojic s obvyklym scitovanim "po zlozkach" trojic resp. dvojic
realnych cisel.

1.V = {(z1, s, x3) € R®; 21 + 25 — 225 = 0}.

2.V ={(z,y) € Z*;z — 3y = 0}.

3.V ={(z,y) € Z%z + 3y = 1}.

4. Rozhodnite, & mnoZina V = {(z,y) € Z2;p(z);8p(0) + 6p(1) = 0} je vektorovym priestorom? nad telesom

R. (MnoZina je tvorend polynémami, pre ktoré je sicet osemnasobku hodnoty v nule a $estnasobku hodnoty v

jednotke rovny nule.)

RieSenia.

1. Uzavretost operdcie scitania.

Pre lubovolné dva vektory g = (al, ay, 232 ) b= (bl, by, blgbz) € V pre ich sucet plati

G5 = (a4 by, ay + by, COLOR))

= <a1 + b1, as + bo, 7(@%1);(@%2)) eV

Otvorte si applet Tu.

odkial dostdvame, Ze operacia + je uzavreta.
2. Postupujeme podobne ako v predchadzajicom pripade.
3. Operacia scitania zrejme nie je uzavretd, lebo pre [ubovolné dva vektory a = (1 — 3a,a) ,E =(1-3bb) eV
G+b=(2—3(a+b),a+b) ¢ V.
4. Uvazujme dva lubovolné polynémy p,(z),p,(z), ktoré si prvkami mnoziny V. Dalej majme polyném
pia(z) = p1(2) + po(z), ktory je ich suctom. Pre polynédmy p,(z), p,(z) plati
8p;(0) +6py (1) =0,
8p,(0) + 6p,y(1) = 0.
S¢itanim oboch rovnic ziskame 8[p; (0) + p,(0)] + 6[p; (1) + p,(1)] = 0. Odkial dostavame
8p12(0) + 6p15(1) = 0,
teda Ze polyndm py,(z), €o je sucet [ubovolnych dvoch polynédmov mnoziny V, je opat prvkom tejto mnoziny.

Tym sme dokdzali uzavretost séitania vektorov.
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Polynémy 1. a 2. stupfia, dynamicky obrazok Tu.

Pokuste sa o graficku interpretaciu vektorov, ak budeme brat do Gvahy iba polynémy 1. stupria alebo len

polynédmy 2. stupnia. Viete urcit pociato¢né a koncové body tychto vektorov? Otvorte si applet Tu.

Poznamka.

V niektorych odbornych publikdciach sa vektor 4 oznacuje aj symbolom w.

) Pole je teleso s komutativnou multiplikativnou operaciou -.

2) pozrite si pracu [SBI] na stranke https://reseneulohy.cz/1356/vektorovy-prostor-ii
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Linearna zavislost vektorov

V predchadzajucej kapitole sme pri definicii vektorového priestoru uviedli, Ze dvojica (V,+) je Abelova komutativna
grupa. To znamena, Ze binarna operacia "+" je komutativna a asociativna. Zaroveni sme definovali nasobenie
skaldarom. Pomocou tychto dvoch operacii pripomenieme pojmy: linedrna kombindcia, zavislost a nezavislost

vektorov, ktoré su dolezité a potrebné pri geometrickej manipuldcii s vektormi.

Definicia (Linedrna kombinacia vektorov.)

Nech je danych n vektorov ¥1,0s, . . ., Uy,. Kazdy vektor ¥ vyjadreny v tvare ¥ = c10;1 + CaUs + ... + C, ¥y , kde
C1,Ca, .. .,Cp sl redlne Eisla, sa nazyva linearna kombindcia vektorov ¥, Vg, . . . , Up,.
Priklady.

1.V rovine je dany pravidelny 6-uhoinik ABCDEF. Nech @ =D — A,v = B— D,w = F — B. Urte linedrnu
kombinaciu (vektor) % + ¥ + w pomocou vrcholov 6-uholnika.

E D

AD+ DB =

+BF = AF

A B
RieSenie Tu.
2.V rovine je dany Sestuholnik, ktorého vrcholy st uréené vztahmi:
A A+, A+2i+7, A+2i+20, A+i+20, A+7.

Dokdzte, Ze tento Sestuholnik je simerny podla stredu S = A + 4 + v. Zadanie Tu. RieSenie Tu.

Definicia (Linedrna zavislost vektorov).
Vektory U1, Vs, . .., Un; 1 > 1 voldme linedrne zavislé, ak rovnica

= 101 4 CoUy + ...+ Cp Uy

je splnena tak, Ze aspon jedno z ¢isel ¢y, ca, . . ., Cy je rOzne od nuly.
Veta.
Ak su vektory vq, Vs, . . . , Uy, linedrne zavislé, tak aspofi jeden z nich je linedrnou kombinaciou ostatnych.

Definicia (Linedrna nezavislost vektorov).
Vektory U1, Da, . .., Up; 1 > 1 volame linedrne nezavislé, ak rovnica
0 = c101 + ca¥s + ...+ Uy,

jesplnenalenpreci =ca =...=c¢, =0.
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Priklady.

1. Nech vektory ¥y, U, , U3 su linedrne nezavislé, potom aj vektory ¥y, U1 + Vs, Uy + U3 st nezavislé. Dokézte to.
Riesenie Tu.
7 ’ 7| v, — —> H H . v .
2. Je dany pravidelny 6-uholnik. Urcte vektor: w = 3- AB+2- CD + EF. RieSenie Tu.
3. Zistite linearnu (ne)zavislost vektorov, ak
o T)l = (]., 1, 1),?}2 = (1, 1, 0), 63 = (1, 0, 0),
o vy =(—1,2,1),72 = (1,0,-1),93 = (1,1, —1). RieSenie (str. 178) Tu..

VyuZzite Matrix calculator Tu.

Po zavedeni pojmov linedrna zdvislost a linedrna nezdvislost mézeme pristupit k pojmom dimenzia a baza
vektorového priestoru. Predtym musime zadefinovat linedrny obal 7 vektorov a pridat niektoré vektorové axiomy. V

dalsom budeme uvaZovat vektorovy priestor V nad telesom T .

Definicia (Linedrny obal).

Nech V je vektorovy priestor nad telesom T a nech su dané vektory 71,-1)_;, I v_: € V. Potom mnozinu vSetkych

vektorov
M={a-vi+a-v+ +a-v;aeT, vV}
nazyvame linedrny obal vektorov 'u—l>, -v_2>, RN v_: alebo podpriestor generovany vektormi v—1>, -v_2>,- TR ﬁ
Oznacujeme ho
M = [v], 5, ).
Ak plati I[v_1>, ~v—2>, e 'u_:] =V, hovorime, Ze vektory v_>1, -175, cey v_: generuju vektorovy priestor V.
Cvicenie.
1. Zistite, ¢i vektor u=(1,1,-1) patri do linedrneho obalu mnoziny

M={z=(1;2;3),§ = (1,0;2), 7 = (-2; 1;0)}.
Dokazte, Ze fubovolny vektor ¢ = (a,b,c) € R? leZi v linedrnom obale mnoZiny M pre [ubovolnu trojicu (a, b, c)
realnych Cisel.

2. Je dand mnozina M = {(2,0,3),(4,1,4),(3,2,2) C Z¢}. Rozhodnite, &i je vektor @ = (1,2,3) prvkom linedrneho
obalu mnoziny M.
MnoZina obsahuje trojice prvkov telesa Zs zvyskovych tried modulo 5.

3. Zistite, i vektor 4 = (7,2, —2) patri do linedrneho obalu mnoziny M = {(1;0; -1),(2;1;0),(0;1;2), (5;2; —1)}.
Dalsie tlohy najdete Tu. Priklad rie$enia Tu.

Riesenie.

Cvicenie 1

Hladajme koeficienty a, 8, v, pre ktoré plati rovnost
(a,b,¢) = (1,2,3) + 5(1,0,2) + v(—2,1,0).

Po Uprave a porovnani jednotlivych zloZiek dostavame sustavu
a+f —2v =a
2a + vy =b
3a + 28 =c
Napriklad Gaussovou eliminacnou metddou (Otvor Tu) zistime, Ze sUstava ma riesenie pre [ubovolné a,b,c € R.
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_2a+4b-c
B 7
_ —3a—6b+5c
B 7
_ —4a-b+2c
B 7
Medzi tymito rieSeniami je jedno trividlne pre a = b = ¢ = 0. VSetky ostatné su netrivialne. Prikladom netrividlneho

B

rieSenia pre trojicua = 7;b6 =c=0jea = 2,8 = -3,y = —4. Potom plati
2(1,2,3)-3(1,0,2)-4(-2,1,0)=(7,0,0).
Existuje teda netrividlna linedarna kombindcia vektorov Z, y, \vecbz, ktord je rovna nulovému vektoru. Teda vektory
%,4,Z su linedrne zavislé. Pozrite si pracu [OI33k, str. 24].
Cvicenie 2
e Linedrny obal mnoZiny M priestoru V je mnoZina vSetkych linedrnych kombinacii vektorov mnoZiny M s
koeficientmi z pola. Teda stadi zistit, ¢i je mozné vektor 4 = (1,2, 3) zapisat ako linedrnu kombindciu vektorov
mnoziny M.
e Vektor = (1,2, 3) patri do linedrneho obalu mnoZiny M ak existuju prvky a, b, c € Z; tak, aby
a-(2,0,3)+b-(4,1,4) +c-(3,2,2) = (1,2,3).
Pre kazdu vektorovu zlozku ziskame rovnicu. Trojica nasledujucich rovnic tvori sustavu, ktoru vyrieSime. Pozor
— sUstavu rieSime nad Zs !

2a+4b+3c=1
b+2c=2
3a+4b +2¢ =3.
Scitanim prvej a druhej rovnice dostaneme
2a =3,

lebo 4b + 1b = 0(mod 5), 3¢ + 2¢ = 0(mod 5)a s€itanim 3.r.+2.r. dostaneme
3a+4c=0
odkial a =4,c=3a =2,b=2+3c=3. SGstava ma v poli Zs rieSenie. Vektor u = (1,3,2) je linedrnou

kombindciou vektorov mnoziny M. Preto u € [M].
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Dimenzia a baza

Nech V je vektorovy priestor nad telesom T. Po zavedeni pojmov linedrna zavislost a linedarna nezavislost sme

zadefinovali linearny obal ako mnozinu vsetkych linearnych kombinacii

— — — -
M={a,-vi+ay v+ +a,-v; e €T, 5 €V},

- = = . . .
kdewvi, - vy, - -, v st vopred dané vektory priestoru V.

Teraz modzeme pristUpit k pojmom dimenzia a baza vektorového priestoru. Predtym musime pridat niektoré
vektorové axiomy.

Axidmy dimenzie - rozmeru

1. Nech vo vektorovom priestore V' existuje maximalne n, linedrne nezavislych vektorov, kde n je prirodzené
&islo. Cislo . nazyvame dimenzia vektorového priestoru. Dimenziu znad¢ime dim V = n.

2. Kazda (n + 1) - tica vektorov je uZ linearne zavisla.

3. PodmnoZina M vektorového priestoru V je jeho baza prave vtedy, ked kazdy vektor v € V mozno prave
jedinym spdsobom vyjadrit ako linedrnu kombinaciu a171+a272+~~+an117 navzdjom roznych vektorov
mnoziny M. Bazu znacime {¥,,- -, %, }.

4. Koeficienty ay,...,a, nazyvame suradnice vektora v vzhladom na bazu M. Oznalujeme (v),, a Citame

,suradnice vektora ¥ vzhladom na bazu M.

Definicia (Baza vektorového priestoru).

Vektorovy priestor V nad telesom T je konecno-rozmerny, ak existuje takd kone¢nda mnoZina vektorov

— — — . ,
V1, Vg, 550, €V, Ze plati
— —
V= ['Ul, ‘U2, ’7’Un]'
Baza je mnoZina {vl, Vg, ey, vn} linearne nezavislych vektorov, ktora generuje cely priestor V.

1. Vektorovy priestor V o dimenzii n nad telesom T' budeme oznacovat symbolom V,,(T).

2. Vektorovy priestor, ktory sa sklada z prave jedného vektora (obsahuje len nulovy vektor) oznac¢imeVj.

Priklad.
Majme mnozinu V,(R) vietkych usporiadanych dvojic redlnych Cisel a operacie:
®: (ar,as) ® (b1,by) = (a1 + by, as + by) - scitanie po zlozkach.
®: k®(a1,a2) = (k. aq,k. ay) - ndsobenie skaldarom k € R,
kde @ = (al,az),g = (b1, b2) € V5(R) su fubovolné usporiadané dvojice realnych Cisel. Ukdzte, Ze mnoZzina

V5(R) spolu s operaciami @, ® je 2-rozmerny vektorovy priestor. Najdite aspon jednu jeho bazu.

Pozrite si rieSenie v samostatnom TgXsubore Tu.

Poznamky.
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1. Vektorovy priestor V5(R) = {(z,y);z,y € R} je reprezentovany mnoZinou vSetkych orientovanych useciek,
ktoré su uréené lubovolnou usporiadanou dvojicou bodov v klasickej euklidovskej rovine.

2. Ak vyuZijeme pravouhly suradnicovy systém s osami o,,0, a pociatkom O, tak jedno z umiestneni vektora
a = (a1, a3) moZzeme znazornit ako orientovanu usecku O‘;l, kde bod A ma sdradnice [a;,as]. VSimnite si, Ze
budeme rozliovat zapis usporiadanej dvojice (okruhle zatvorky) a suradnice bodu v rovine (hranaté zatvorky).

3.V stredoskolskej matematike sa vektor priamo definuje ako orientovand usecka so Sipkou smerujicou od
pociatku [0, 0] siradnicového systému k bodu [ay, as]. Sipkou sa oznaduje “orientdcia” vektora a.

4.V pisomnom texte budeme vektor d@ oznacovat symbolom a.

Nech su dané dva vektory a = (al,ag),gz (b1,b) € V5(R). V pravouhlom suradnicovom systéme usporiadané
— . —
dvojice [ay, ay],[b1,bs] reprezentuju tiez dva body A, B v euklidovskej rovine. Oznaéme ¢ = OA,b = OB. Zrejme
- —> —) . , v H H v . . 7 z .
vektor u = AB ~ OD je su¢tom vektorov OA, OB. Uvazujme o trojuholnikoch AABC, AODE, ktoré prezentuje
obrazok "Sucet vektorov". Tieto trojuholniky st zhodné: AABC ~ AODE. V dbésledku tejto zhodnosti fahko ur¢ime

suradnice suctu vektorov.

Pre suradnice vektora u, ktory je su¢tom vektorov a = (ay, az),l; = (b, by) plati:
* z(u) = |OE| = |x(4) — z(B)|,
* y(u) = |ED| = |y(A) — y(B)|.

P
B=(10,7)
D=(3,5) 7 .
;‘. 15
; 5
’." b=(10.7) u=(3 5
f,‘
'!
=357
.'/
f
_____/_‘___ (P S S G _—_,_‘__-,"__‘_‘___
/ A=z, ° 1 C=(10.2)
/! |
a §=(1,2) i
/ i
. i
0:2(0,0) E=(30) :

Obr. Stcet vektorov (Otvorte si dynamicky obrazok Tu.)
Suradnice vektora % uréeného orientovanou useckou A_)B ~ O_D>, kde A = [ay,a9], B = [by, by] ur¢ime ako rozdiely
sdradnic bodov B, A tj. (b1 — a1, b — as). Vytvorili sme operdciu: odéitavanie bodov, pricom:
Rozdielom dvoch bodov je vektor.

—
Vektor urceny orientovanou Useckou AB mo6zeme zapisat aj ako B — A.

Cvicenie.
Dany je vektorovy priestor
W = [(6,1,0,2), (2,3,4,1), (5,1,2,3),(3,0,1,4)] C Z.
1. N&jdite nejaku bazu B priestoru W a urcite jeho dimenziu.
2. Uréte suradnice vektoraz vzhladom k baze B, ak
<£>k.b. = (1:2’ 1, 1)-

Priestor W obsahuje Stvorice prvkov telesa Z; zvySkovych tried modulo 7.

Poznamka k cviceniu.
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Zapis (x),, = (1,2,1,1) hovori, Ze suradnice vektora Z voti kanonickej baze su (1,2,1,1). Stradnice vektora Z voti
kanonickej baze su koeficienty linedrnej kombindcie vektorov kanonickej bazy davajucej vektor Z, tj.
z=1-(1,0,0,0)+2-(0,1,0,0) +1-(0,0,1,0)+1-(0,0,0,1) = (1,2,1,1).

Suradnice vektora voci kanonickej baze predstavujd priamo zlozky (1,2,1,1) vektora Z.

RieSenie cvicenia.
1. Mame najst bazu vektorového priestoru W, ktory je dany ako linedrny obal mnoZiny generatorov
[(6,1,0,2),(2,3,4,1),(5,1,2,3),(3,0,1,4)].
Aby mnoZina vektorov bola bazou, musi byt este linedrne nezavisla.
2. Ak teda najdeme bazu B = <El,32,53,34> musi pre stradnice vektora z platit

55:(1y2,171)=$1'31+$2‘82+$3'53+904'g4-

Z tejto vektorovej rovnice vypocitame suradnice x;, 5, . . .. Najskor treba upravit maticu
6 1 0 2
2 3 4 1
5 1 2 3
3 0 1 4

na trojuholnikovy tvar (Pozor, pracujeme nad telesom resp. pofom Z; zvyskovych tried modulo 7!) Po prvej

iterdcii (IV.r.+2.11.7.; III.7.4+?;II.7.+2 - I.r.) dostaneme

6 1 0 2
0 5 4 5
0 4 6 4
0 6 2 6
Urobte este dve iterdacie tak, aby ste dostali maticu
6 1 0 2
0 5 4 5
0 0 0 O
0 0 0 O
3. Hodnost matice je rovna 2, preto pre linedrny obal plati

[(6,1,0,2),(2,3,4,1),(5,1,2,3),(3,0,1,4)] = [(6,1,0,2),(0,5,4,5)].
Dimenzia je rovna 2 a aspon jedna baza je uréena linedrne nezavislou mnozinou vektorov
B=((6,1,0,2),(0,5,4,5))
4. Urcte suradnice vektora Z = (1,2,1,1) v tejto baze. Vypocet suradnic ndjdete v "Sbirka rfeSenych uloh" -

dostupné Tu.

Veta (Existencia bazy).

Kazdy netrividlny konec¢no generovany vektorovy priestor ma aspon jednu konecnu bazu.

Z vlastnosti hodnosti matic lahko odvodime tvrdenie. Dokaz najdete napriklad v praci [HASa, 2020], str. 45-46].
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Skalarny sucin

Definicia, vlastnosti (zopakovanie z Linearnej algebry).

Definicia (Skalarny sucin).
Nech V, (R) je vektorovy priestor nad polom realnych ¢isel. Zobrazenie f (resp. operaciu” e ”)
oV, xV,—-R

nazveme skalarny sucin na V,,(R), ak pre kazdé Zi,q, ¢ € V,r € R su splnené tieto podmienky:

Ql

i.deb=be
i.(@+b)ecd=dec+bed

iii. (r.d) eb=r(Geb)

~

iv. pre kazdy vektor G # Oje Ged > 0.

Poznamky.

1. Vlastnosti (ii) a (iii) nastavuju poziadavku na linearitu v prvej zlozke. Vlastnost (i) Ziada symetriu, tj linearita
prvej zlozky sa prendsa do zlozky druhej. Tieto vlastnosti ma symetricka bilinedrna forma. Viac o bilinearnych
formach najdete Tu.

2. Vlastnost (iv) hovori, Ze forma musi byt pozitivne definitivna.

3. Skalarny sucin na realnom priestore je teda symetricka pozitivne definitna bilinedrna forma na danom
priestore.

4. Pre skalarny stcin na redlnom priestore sa okrem oznacenia a e b pouZiva:

5. o symbol pre funkciu f(a,Z) ako zobrazenie V, x V,, — R,

o jednoduchy symbol pre nasobenie a. Z;,

o alebo len usporiadand dvojica (a, ).

Definicia.

Definicia normy a uhla vektorov

1. Norma vektora
Nech V,(R) je redlny vektorovy priestor so skaldrnym sucinom f(a, 5) Normou vektora v € V rozumieme Cislo:
5 11= v/7G,5).
Inak povedané, norma vektora je odmocnina zo skaldrneho sucinu tohto vektora samého so sebou.
Vektor v € V sa nazyva normovany (jednotkovy), ak plati ||v ||= 1.
2. Vektory u, v € V su ortogonalne (na seba kolmé), ak ich skaldrny sucin je rovny nule (nulovému prvku telesa

R).
3. Uhol vektorov

Nech V,(R) je redlny vektorovy priestor so skaldrnym suc¢inom f(&,g). Uhlom nenulovych vektorov 4, € V

rozumieme Cislo ¢, pre ktoré plati:
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)

COSY = ~==ir
l[allll5]]

kde 0 < ¢ <.

Vazeny skalarny sucin je oproti ,stredoskolskému skalarnemu sucinu” ovela vSseobecnejsi. Stredoskolsky definovany
skaldrny sucin (tieZ nazyvany aj ako euklidovsky skaldrny sucin) na priestore V3(R) je zavedeny nasledovne. Ak
a = [ay, as,a3),b = [by, by, bs), tak

Qb= ai.b; +ay. by + az.bs
Presvedite sa, Ze stredoskolsky definovany skalarny stéin spiia podmienky uvedené v definicii, Ze je to symetricka
pozitivne definitna bilinedrna forma.
Definicia skaldrneho sucinu méze mat rézne podoby. Napriklad na mnoZine spojitych funkcii intervalu (a,b) mozno

uvazovat skalarny suéin vo forme

(flg) = [ f(z)g(z)dz.

Cvicenie.
1. Ukazte, e operécia f definovana na R® takto:
f(&,9) = z1y1 + zays + T2ys + T3yy + 2735
pre Z = [y, T2, 23], § = [y1, 42, v3) € R® splifia podmienky skaldrneho sucinu.
2. Overte, ¢isu vektory # = (1,-3,2),4 = (2,1, —1) ortogondlne.
3. Urcte ortogonalny doplnok podpriestoru W = {(1,2,—1)}. Ortogonalnym doplnkom podpriestoru W priestoru

V je mnoZina vietkych vektorov z V, ktoré su kolmé na vietky vektory z W.

Riesenie.
Dosadenim suradnic vektorov a = [ay, as, as],b = [by, by, b3], ¢ = [c1,¢2,¢3] € R® do definicie skaldrneho stginu

lahko overime, Ze jednotlivé podmienky v definicii su splnené. Pozrite si rieSenie Tu.
Veta (Dal3ie vlastnosti skaldrneho sucinu).

Nech V(R) je vektorovy priestor so skalarnym stc¢inom, nechaj 4, v,w € V,c € R. Potom
1. w. (4 + ¥) = w. u + w. v. DokdZte toto tvrdenie.
Désledok: Pre skaldrny sucin plati aj zovSseobecneny distributivny zakon.
2.4.(r.9) = r.(4.9)
3. 0.4 = 0. DokaZte tieto tvrdenia.

Désledok: Pre skalérny stgin plati 4.4 = 0 < @ = 0.

Veta (Urcenie euklidovského skaldrneho sucinu).
Nech B = (uj,us,...,4,) je  ortonormalna baza  vektorového priestoru V,.(R) a nech
a = (a,as,..., an),g = (by, by, ..., by,) sU suradnice vektorov E,Zv baze B. Potom

(6,?)) = (al.bl +a2b2++anbn)

Dokaz.

Nech a = (a4 +a2.ﬁ2+...+anﬁn),g = (byuy + by. Ug+...+b,u,) sU suradnice vektorov v baze B. Definujme
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euklidovsky skaldrny sucin ako suicin mnohoclenov
(@5) =
=as. blﬁlﬁl +aj. b261’lj2+. .. tag. bnﬁlﬁn +
+ as. blﬁzﬁl + as. b2’l}2’l]2+. .. tas. bnﬁzﬁn +
+ ...
+ ay. blﬁnﬁl + ay,. bz’lzn’ajz-i- .otay. bnﬁnﬁn

VyuZitim symetrie, distributivnosti a linearity skaldrneho suginu, vztahov u;.u; = 0,i # j; 4;.4; = 1 a vyuZitim

komutativnosti, distributivnosti nasobenia a scitania redlnych Cisel dostaneme poZadovany vysledok.

Vektorovy priestor V,(R) s vyssie definovanym skaldrnym suc¢inom nazyvame Euklidovsky (vektorovy) priestor.

RieSené priklady - TEX prezentdcia Tu.
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SUradnice v baze

. . . - i e o PR — = —
Bdazu vektorového priestoru V,,(R) tvori lubovolnda n-tica linearne nezavislych vektorov ay, as, . .., a,.

1. Bazu V,,(R), ktoru tvoria n-tice redlnych Cisel
(e7 = (1,0,...,0), &5 = (0,1,0,...,0),..., e = (0,0,...,1)),
budeme nazyvat jednotkova (ortonormalna) baza. Dokazte, Ze vektory e_f, e_;, e, e_n) su nezavislé.
2. Lubovolny vektor v € V,,(R) : v = (vy,va,...,v,) je linedrnou kombinéciou VektOI’OVe_1>, e_; R e_n}, lebo plati

(v1,v9y.-0y0n) =1 - (1,0,...,0) ® vy - (0,1,0,...,0) & v, - (0,0,...,1)

Definicia (Suradnice vektora v baze).

— = — .. - — — = . .
Nech ey, ey, -- -, e, je jednotkova baza a a;, as,- - -, a, je ind baza vektorového priestoru V,(R).
. , , . o Lo — = — -
e Cisla vy,v,...,v, nazyvame suradnice vektora v v jednotkovej baze (ei,es,...,e,) a zapisujeme ako

usporiadanu n-ticu Cisel
(v1,v9,...,0,) =1 - (1,0,...,0) ® vy - (0,1,0,...,0) ® v, - (0,0,...,1).
e Suradnice wy, ws,...,w, Vv baze Lz_1>,a_2>, e a7l budeme zapisovat pomocou dolného indexu

— — —
(wy, wa, ... ,wn)(ahazman) =w;-a; Dwsy:ay®...Pw, - a,.

Priklad.
e Nech S = (a(1,1,2), 5(2,3,4), ¢(1,2,3)) je baza priestoru V3(R). Najdite vektor vo V3(R), ktorého
suradnice vzhlfadom k baze S su (-1,3,2).

¢ v Najdite suradnice vektora u = (5,—1,9) vzhfadom k baze S.

RieSenie.
1. Zrejme
7=(-1).(1,1,2) + 3(2,3,4) + 2.(1,2,3) = (7,12, 16).

Toto su suradnice vektora v vzhfadom k jednotkovej baze. Je doleZité dodrzat poradie prvkov bazy S.

2. Uréit suradnice vzhladom k baze S znamena vektor 4 vyjadrit ako linedrnu kombinéciu prvkov bazy S. Opat
treba dat pozor na poradie prvkov bazy. Musime najst r, s,t € R, pre ktoré plati:
()d =7r(1,1,2) +s.(2,3,4) +t.(1,2,3) resp.
(ii): (5,—1,9) = 7.(1,1,2) + 5. (2,3,4) + . (1,2,3).
Ulohu mozeme riesit ako ststavu rovnic (vyrieste Ulohu tymto spdsobom).
5= 1lr + 2.5; + 1.t
(i) —1=1r + 3.5 + 2t
9= 27 4+ 4s + 3.t
alebo rovnost (i) prepis§eme na maticovy tvar (vektory bazy zapisujeme do stipcov! Pre¢o?) takto:

1 0 O 5 1 2 1 r
(ivifo 1 o)-|-1]=1|1 3 2]-|s
0 0 1 9 2 4 3 t

Vyjadrit vektor (r, s,t)T (transponovany zapis vektora) mozeme tak, Zze obe strany rovnice (iv) vynasobime

zl'ava inverznou maticou

1 -2 1
1 1 -1
-2 0 1

Inverznd maticu urcime napriklad pomocou programu GeoGebra, otvorte si applet "inverznd matica" Tu. Po
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vynasobeni zlava obidvoch stran rovnice (iv) dostaneme

1 -2 1 5 T
1 1 -1)-1-1]=|s
-2 0 1 9 t

Riesenim je vektor (r, s,t)T = (16, -5, —l)T. Otvorte si vypocty Matrix calculator a v Matrix calculator Tu a v

GeoGebre Tu.

Nasledujuci applet demonstruje urcenie suradnic vektora 4 = (0,0, 2) v baze (1,2,2);(1,2,1); (-1,1,0)

!

u=10,0,2)

R -

CTe=i1,1,0)

.-O ""*-—-_,_7_7_7_7_‘7 ] N
Otvorte si applet Tu.
RieSenim su suradnice (1,—1,0). Vypocitajte ich pomocou maticového tvaru, priom vyuZite program Matrix

calculator.

¥ Priklad.
s . . R . .
Je dané linedrne zobrazenie ¢ : V3 — V3, ktoré jednotkovu bazu (eq, es, e3) zobrazi na bazu
(@(1,1,2), b(2,3,4), Z(1,2,3))

priestoru V3(R). Najdite obraz &' = (uf, ub, uh) vektora 4 = (5,—1,9) v tomto zobrazeni.

Poznamky.
1. Nech V, W su vektorové priestory nad telesom R. Zobrazenie ¢ : V — W sa nazyva linedrne zobrazenie, ak je

splnené nasledovné:
(i) o(u+7) = p(u) + o)
(i) pla-@) = a- @)

kde 4,9 € VaypeR.

2. Aky je rozdiel medzi predchadzajucim prikladom a tymto prikladom. V obidvoch prikladoch ide o zobrazenie
bazy vektorového priestoru na ina bazu toho istého vektorového priestoru. Ale v predchadzajucom priklade

nejde o lineadrne zobrazenie.

Riesenie.
1. VyuZitim vlastnosti linedrneho zobrazenia.
Vektor @ = (5,—1,9) vyjadrime ako linearnu kombinaciu u = 5?1 — 13 + 92 vektorov jednotkovej bazy. KedZze
zobrazenie ¢ je linedrne, tak musi platit
il = pii = = plber) — 1(ez) +9(es)| = [5.(1,0,0) + (~1)(0,1,0) +9.(0,0,1)]
= 5p(e1) — Lp(e3) + 9p(e3)-

Po Uprave dostaneme:
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4 =5.(1,1,2) — 1.(2,3,4) +9.(1,2,3).
Po rozndsobeni a postupnym scéitanim po zlozkdch dostaneme, Ze rieSenim je vektor
a' = (u,ub,u) = (12,20,33).

2. S pouzitim programu Matrix calculator si mozete prezriet Tu.
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Vektorovy a vonkajs

Vonkajsi sucin n vektorov vo V,, a Vektorovy sucin dvoch vektorov vo V3

Definicia (Vonkajsi sucin).

Nech V,, je orientovany vektorovy priestor a nech B je jeho kladna ortonormalna bdza. Pod vonkajsim sucinom

vektorov vy, ¥s,. .., U, € V, rozumieme nasledujuci determinant:
V11 V12 v Vg
V21 U2 ot Uy
b
Un1 Un2 e Unn
kde v riadkoch tohto determinantu su suradnice vektorov ; vy, vs,. .., v, vzhladom na bazu B,

tj 171 = (’Uil,'Ui27...7'Uin)7i € {1,2,...,n}.

Vonkajsi sucin vektorov vy, s, . . ., U, budeme oznacovat: [vi,va,...,Vv,]5.

Poznamky K orientacii bazy si pozrite vyklad v samostatnom subore "Kladna ortonormdlna baza" Tu.

1. Geometricky vyznam vonkajsieho sucinu vektorov od V, a az po Vs:
o Nech B je kladna baza vektorového priestoru V, a nech vektory v,w tvoria rovnobezZnik s orientaciou
podla B. Potom vonkajsi sucin [v, w] vyjadruje orientovanu plochu rovnobeznika tvoreného vektormi o, w.
o NechB je kladnd baza vektorového priestoru V3 a nech vektory u,v,w tvoria rovnobeZnosten s
orientaciou podla B. Potom vonkajsi sucin [, 9, @] vyjadruje objem rovnobeinostena tvoreného tymito
vektormi.
2. Vo vektorovom priestore V3 okrem vonkajsieho sucinu, ktorého vysledkom je redlne cislo predstavujuce

objem, mdzeme definovat operéciu "vektorovy suéin". Vysledkom tejto operécie bude vektor.

Definicia (Vektorovy sucin).
Vektorovy sucin dvoch vektorov 6,5 € 13(R) je definovany ako vektor kolmy k vektorom a, b, ktorého velkost je
rovna ploche kosodiZnika, ktory oba vektory vytvéraju. Zapisujeme

x b= . ||d@||.||b]]. sin,

ST

kde 6 je uhol zvierany vektormi a, b's vlastnostou 0° < 0 < 180° an je jednotkovy vektor kolmy k nim.

1. Vektorovy sucin vektorov budeme symbolicky oznacovat a x balebo @ x b.

2. Vektorovy sucin vektorov je definovany pre 3-rozmerny Euklidovsky priestor!

Existuju r6zne metddy vypoctu vektorového sucinu dvoch vektorov @ = (ay, as,a3) a b= (b1, bg,b3) v trojrozmernom

priestore. Tu sU najbeznejsie metddy:

Determinantova metdda (priama metéda pomocou determinantov).
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Vektorovy sucin dvoch vektorov a = (a1, as,a3) a b= (b1,b2,b3) vypocitame ako determinant matice so

zadkladnymi vektormi 3,},]3 a komponentami vektorov E,Z:

R
axb= a ay as
by b b3
Tento determinant sa rozvinie do:
L - ~a a -la a -la a
axb=7% 9_ 1LoG3) g0 02
by b3 by b3 by b

Vysledok je:
axb= (0,21)3 — a3b2 ); — (a1b3 — ll3b1 )3+ (a1b2 — azbl)k.
Konecna forma:

ixb= (agbs — asby, asb; — arbs, a1by — ashy).

Veta.
Vektorovy suéin mozno definovat aj bez pomoci uhla, ktory oba vektory uréuju. Nech su dané vektory
a = (ay,as, a3);5 = (b1, by, b3). Potom zloZky vektora ¢ vektorového sucinu ¢ = @ x b mozno urtit ako

c1 = asbs — asby

cs = agb; — aybs

c3 = arby — agb;.
Vektorovy sucin je uzko spojeny s priese¢nikom dvoch priamok. Pozrite si prispevok k téme Aplikacie vektorového
sucinu, ktory je dostupny Tu.
V modernych programovacich jazykoch, ako Python alebo GeoGebra, MATLAB, su k dispozicii vstavané funkcie na

vypocet vektorového sucinu, ktoré umoznuju rychly a presny vypocet.

Pomdcka na vypocet suradnic vektora c.
Zapiseme si suradnice vektorov do zakrytov pod seba, prvy riadok budu suradnice vektora a a pridéame este raz jeho

prvu a druht suradnicu. V druhom riadku urobim to isté s vektorom b. Dostaneme schému
a; ay az a; G
by by by b by

Teraz urcime suradnice vektora ¢ - krizové nasobenie:

(€1 = agbs — agby; ¢y = agby — arbs;cs = arby — azhy).

Poznamky.
1. Pre obsah trojuholnika ABC je zndamy vzorec S = %a -b-siny, kde a=|BC|,b=|AC|,v= £LACB.
Porovnanim s definiciou vektorového sucinu, mézeme pisat S = % | ax ZH
2. Zrejme pre obsah rovnobeinika ABCD bude platit: S =|| a x 5”

3. Pomocou zmie$aného suéinu troch vektorov méZeme vypoditat objem rovnobeZnostena, viac ndjdete v

prilozenom subore "Vypocet objemu rovnobeZnostena". Subor predstavuje vyber z prace Vodickova, V.:

Aplikacie vektorového sucinu.

Cvicenie.
1. Zistite, ¢i zobrazenie (operdcia) f : Vo x Vo — R je skaldrnym st&inom, ak
o f((z1,22), (x2,12)) = T1y1 — 312 — 3T2y; + 10y 9,
° f((z1,91), (%2, %)) = T1y1 — 321y, — 3T2y; + 10Z2y,.
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2. Zistite aky uhol zvieraju jednotkové vektory Ei,g, ak z = E+2E,§: 54 —4b sU na seba kolmé
vektory.

3. Vypocitajte obsah rovnobeinika ABCD, ak poznate suradnice troch jeho vrcholov:
A[5;1;4], B[-1; —2; 6], C[2; 3; —2]. Vytvorte si model v GeoGebre.

4. Vypotitajte velkost vektora ¢ = 33 + 2b, ak |[a|| = 3,|[b|| = 4,£(G,b)|| = im
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Cauchy-Schwarz nerov.

Definicie - norma vektora, uhol vektorov na redlnom vektorovom priestore V(R) so skaldrnym stcinom (. v).

1. Pod normou (velkostou) vektora rozumieme druht odmocninu skaldrneho sucinu vektora % samého so
sebou. Normu vektora budeme oznacovat ||i||, teda
Hﬁ |I= V. u

2. Uhlom nenulovych vektorov 4,4 € V(R) rozumieme &islo ¢, pre ktoré plati

u.v
cos¢ = %,quﬁgw
Jall Tl N

u.v

Ku korektnosti definicie je nutné ukazat, ze —1 < —||EH ||1“ < 1. Dokazte to s vyuZitim Cauchy-Schwarzovej
ull.||v

nerovnosti.

Tvrdenia.

1. Cauchy-Schwarzova nerovnost
Pre lubovolné dva vektory 4, v € V(R) plati
|, 9)] <[l || 1] 9],
pricom rovnost nastane prave vtedy, ked vektory 9,4 su linedrne zavislé (tj. jeden z nich je nasobkom toho
druhého).
2. Nulovy vektor 0 € R" je kolmy na lubovolny vektor 7 € R". Vektory $tandardnej bazy (€1,...,€p) SU Navzdjom

kolmé.

Dokaz - Cauchy-Schwarzovej nerovnosti.

1. Pre linedrne zavislé vektory u,v € V(R) musi existovat nenulové redlne ¢islo a, pre ktoré plati 4 = av. Ak su
vektory nezavislé tak, pre kazdé nenulové redlne Cislo a vektor 4 — av je nenulovy. Zrejme druhd mocnina jeho
normy je ||i — at||> > 0 a nie je rovna nule. Podla definicie normy rozpieme lavu stranu nerovnosti ako

(u — a?). (u—av) >0
Skalarny sucin je symetricky a distributivny, preto po Uprave dostaneme kvadratickd nerovnicu .
(bu. @) — 2a. (4. 9) + a(3.7) > 0
Lavd strana nerovnice predstavuje kvadraticky trojélen v premennej a, ktory nema redlne korene (pre
[ubovolnu hodnotu a je troj¢len > 0). Jej diskriminant musi byt zaporny, teda plati
D=[-2(@.9)) -4 a|*|3]*<0
Odtial u? fahko dostaneme [—2(4.%))* < 4 || @ ||*|| ¥]|*> a po odmocnen( |(4. )| <|| 4 ||. || 9

2. Dékaz pre linedrne zavislé vektory prenechavame Citatelovi. Zrejme bude platit rovnost stran.

Tvrdenia.
Nech V(R) je redlny vektorovy priestor so skalarnym suc¢inom.
1. Trojuholnikova nerovnost.
Vi, € V(R) :|| v+ 9 [|<[| 4 [[] ],
pricom rovnost nastane prave vtedy, ked vektory 4,4 su lineadrne zavislé (tj. jeden z nich je nasobkom toho

druhého).
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2. Pytagorova veta.
Vi, v € V(R) || i+ 3 = 4 |* + || 3.
3. Kosinusova veta.
Pre lubovolné dva vektory 4, v € V(R), ktorych uhol je ¢ plati

i+ [P=l @ >+ 1 5> =2 [ ||| 5 ]| cos ¢

Dokazy.
1. Na Grovni VS pouzite Cauchy-Schwarzovu nerovnost. Podrobné dékazy najdete v
"Sbirce feSenych uloh Katedfy didaktiky fyziky Matematicko-fyzikalni fakulty UK Praha". Tu.
Vezmite normu (druhd mocninu normy) na lavej strane nerovnosti a prepiSte ju podla definicie pomocou
skalarneho sucinu. Vyraz zjednoduste vdaka linearite a symetrii skaldrneho sucinu.
Napr. pre trojuholnikovd nerovnost upravte na: ||ﬁ +3P=| 4| +2(@9)+ | 9.
Dalej aplikujte nerovnost Va € R : a < |a|, nasledne pouZite Cauchy-Schwarzova nerovnost
a nakoniec odmocnite.
2.Na Urovni SS poufite Cauchy-Schwarzovu nerovnost ale pre pripad vektorového priestoru Vi(R) so
Standardnou ortonormalnou bazou (e; = (1,0,0),es = (0,1,0),€e3 = (0,0,1)). Pre vektory
u = (ug,us,uz),v = (v1,v03) € V(R) je skalarny sucin definovany ako

(u. V) = uivy + ugvy + usvs.

Cvicenie.
1. Skalarny sucin je definovany na R? takto:
(Z.9) = 3z1y + 22915 + T3y,
pre & = [z, T2, %3], ¥ = [¥1,%, 93] € R?. Uréte &islo a € R tak, aby vektory Z = [a — 1,3,a + 1], § = [—4, —a, 3]
boli na seba kolmé v zmysle definicie kolmosti vektorov. Aky realny uhol zvieraju tieto vektory v euklidovskom
3-rozmernom priestore? (Ukdzte, Ze tato operacia spifia podmienky skaldrneho st&inu).
2. Body A[-3,2], B[2,4] su susedné vrcholy Stvorca. Pomocou skalarneho sucinu urcte suradnice jeho zvysnych

vrcholov.

Riesenie.

1. Pomocou bilinearnych foriem ukazte, e operacia splfia podmienky skalarneho stéinu (pouzitie bilinedrnych
foriem na zdévodnenie tvrdenia najdete Tu). Ak vektory Z = [a — 1,3,a + 1],y = [—4, —a, 3a] maju byt na seba
kolmé, tak ich skaldrny suéin sa musi rovnat nule. Po dosadeni dostaneme

(z.y) = 321y + 22295 + 23y; = 3(a—1)(—4) +2-3(—a) + (a + 1)3a = 3a® — 15a + 12.
RieSenim kvadratickej rovnice su Cisla a € {1,4}. Pozrite si grafické rieSenie Tu.

2. Pre skalarny sucin plati (4 = B— A = (5,2),9) =0 =9 = (2,-5), ||v]| — 1.
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/ J )

Otvorte si dynamicky applet Tu.

Definicia - ortogonalne vektory.
Nech V(R) je redlny vektorovy priestor so skaldrnym sGcinom. Vektory 4y, s, ..., 4, € V(R) nazyvame navzajom

ortogonalne resp. ortonormalne, ak (u;.4;) = 0 pre Vi,j € 1,2,...,k,i # j resp. ak naviac plati ||4; ||= 1.
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Schmidt ortogon. proces

Nech V,(R) je n - rozmerny vektorovy priestor so skalarnym sucinom (4,v) a nech je danda mnozina
— — — . e . . .
M, = {uj,us,---,ux} linedrne  nezavislych  vektorov tohto konetno rozmerného priestoru, kde

wEVyi=12"k<n.

Definicia.
Schmidtov ortogonalizacny proces je proces, ktorym z mnoZiny n linedrne nezavislych vektorov vytvdrame

ortonormalnu bazu n - rozmerného vektorového priestoru V,,(R).

Poznamka.
Ortonormélna baza sa vyznaluje vlastnostou, e jej vektory maji normovani jednotkovd dizku a vietky st
navzajom kolmé (ortogonalne).

Existenciu takejto ortonormalnej bazy zabezpecuje Veta - Schmidtov ortogonalizacny proces.

Cely proces vytvarania ortonormalnej bazy mozno popisat algoritmicky/rekurentne takto:
1.V prvom kroku Schmidtovho ortogonalizacného procesu sa za zaklad stanovi prvy vektor z danej mnoziny
vektorov M. Podla tohto vektora sa odvija orientdcia zvySnych.
2. Daldim i-tym krokom je samotnd ortogonalizacia i-teho vektora. Nasledujuci i-ty vektor uréime ako linedrnu
kombinaciu i-teho vektora z danej mnoZiny vektorov M a uZ (i — 1) vytvorenych vektorov.
3. Nakoniec prevedieme normalizaciu vektorov. Pre zjednodusenie vypoctov sa vektory normalizuju aZ na koniec

procesu.

Veta (Schmidtov ortogonalizacny proces).

. . . - - — — — s (s
Nech V(R) je vektorovy priestor so skalarnym si€inom (4. ) a nech ug, ua, - - -, u, € V su linearne nezavislé vektory.

Potom existuju ortonormalne vektory e_1>, e_2>, e e_,: € V, pre ktoré plati
— = — — — =
[617627' ) ei} = [u17u27"'7ui]7vz € 1727"'7k

Dokaz.
A. Proces ortogonalizacie.
1. Najprv urc¢ime prvy vektor, pricom poloZime
- =
€] = Up-

2. Druhy vektor urcime ako linearnu kombinaciu €, = us + ké; , pricom podla predpokladu plati (€1, €5) = 0. Po

skaldrnom vyndsobeni rovnice €; = 1, + ke, vektorom €; dostaneme rieSenie

b — (fm}z) _
(elvel)
Po dosadeni dostaneme riesenie
o L (Eni)
€9 = Uy —

pra— €éi.
(61761) !
3. Pre treti vektor bude linedrna kombindacia v tvare €3 = u3 + lé; + méy, pricom plati (€1, €3) = 0; (€5,€3) = 0. Po

skalarnom vynasobeni rovnice postupne vektormi €, €, dostaneme riesenie

_ (61,’(-1:3) = (€2a63)
(gl’gl) ’ (82’E2) ’
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4. Pomocou matematickej indukcie dokdzeme, Ze pre dalsie vektory platia vztahy

L (Enur) L (Eayun) (Ex—1,tir)
€=U — 75 = €1 — 75 s €2~ — 75 = ~€k-1.
(61:;61) (62562) (ek—lyek—l)
e e
- - . . 1 k
5. Teraz staci len "znormovat" tieto vektory. Dostaneme jednotkoveé vektory ——, - - -, el ev
led] k
Cvicenie.
1. Vo vektorovom priestore usporiadanych trojic realnych Cisel su dané vektory

u; = (1,-1,1),4ds = (0,1,2),u3 = (1,1,0). Vykonajte Schmidtov ortogonalizaény proces.
2. Uréte asponl jednu ortonormalnu bédzu vektorového podpriestoru o c V5(R), ktory je uréeny (smerom-

rovinou) a: 3z —y— 2z = 0.

RieSenie.
1. Zvolme prvy vektor ortogondlnej bazy 51 = 143 = (1,1,0) (zrejme nie je jednotkovy, jeho normalizaciu urobime
v zavere rieSenia). Druhy vektor 52 ur¢ime zo vztahu
(k) by = i + k(1,1,0),
kde 1y = (0,1,2). Rovnicu (k) skaldrne vyndsobime vektorom 51 = (1,1,0). Podla predpokladu v Schmidtovom
ortogonalizatnom procese musia byt vektory 51,132 na seba kolmé, teda musi pre ich skalarny sucin platit
rovnost ((0, 1,2),52) = 0. Zéroven plati ((1,1,0),(1,1,0)) = 2. Po dosadeni do (k) mozeme urcit/vypocitat
koeficient
k= —%, odkial' dostaneme pre vektorg2
b =(-1,1,2).
Treti vektor uréime zo vztahu
by = (1,—1,1) +7(1,1,0) + s(—1,1,4)
(zobrali sme 2-nasobok druhého vektora 252). Lahko nahliadneme, ze r = 0,5 = —%, odkial 53 = (10,-10,5).
Zrejme vektory 31,52,33 su na seba kolmé a staci ich znormovat.
V pripade, Ze by sme zvolili 31 =4; = (1,—-1,1) dostali by sme bazu (1,-1,1),(-1,4,5),(3,2,—1), ktora je tiez
ortogonalna. Teda vysledna baza zavisi od volby poradia vektorov I;l , 52,7)3.
2. Stadi urcit smerové vektory danej roviny, ktoré patria do vektorového priestoru uréeného danou rovinou (do

jej zamerania). Su to napriklad vektory w = (0,-2,2),v = (1,2,1).

Otvorte si dynamicku konstrukciu pre ortogonalizacny proces Tu.

Potom realizujte Schmidtov ortogonalizacny proces a utvorte ortogondlnu bazu skimaného vektorového

podpriestoru.

Prestudujte si studijny text o kolmych vektorovych podpriestoroch v praci: [MONCc], ¢ast Totédlne kolmé vektorové
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priestory, Kolmé vektorové priestory.
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Afinny n-rozmerny priestor

Pri syntetickom pristupe v geometrii sme vychadzame z euklidovského priestoru podla Euklidovych Zakladov, v ktorom sa zakladné
geometrické Utvary (bod, priamka) nedefinovali. Vedeli sme jednoznaéne rozhodnut o pravdivosti vyrokov typu: Bod patri alebo
nepatri danému Utvaru. Tento pristup z matematického hladiska predstavuje zasadny problém: Nevieme jasne zadefinovat, ¢o je to

(bodovd) mnozina.

V predchadzajlcich kapitolach (podobne tomu bolo aj historicky vo vyvoji geometrie) boli zavedené zakladné pojmy:
1. vektor ako prvok vektorového priestoru (Struktury s predpisanymi binarnymi operaciami)
2. §tandardna baza e = (€1, .- ., €,) vektorového priestoru R™
3. stradnice vektora ¥ = (vy,va,...,v,) v $tandardnej béze, pricom zrejme plati

(v1,v9,...,v,) =1 - (1,0,...,0) ® vy - (0,1,0,...,0) ® v, - (0,0,...,1),

V tejto kapitole budeme vyuZivat prevazne tandardnt bazu e = (€1, - - -, €,), ktorej vektory si navzajom kolmé a maju

jednotkov di7ku. Takejto baze tie? hovorime ortonormalova baza.

, . . - . - = - - s
Suradnice wy, w, ..., w, pevne zvoleného vektora w v danej baze B = {b;, b,,..., b,} zapisujeme pomocou dolného indexu
— — —
(wl,wz,...,wn)g =wi - bl D wy - bQ@EB’LUn . bn

Tieto pojmy ndm umoziiuju zaviest afinny priestor axiomaticky pomocou vektorového priestoru.

Definicia (Afinny priestor).
Afinny priestor A nad polom R je trojica (A, V, f), kde
1. A je mnoZina bodov.
2.V je vektorovy priestor nad polom R.
3. f: Ax A — V je zobrazenie s vlastnostami:
(AP1) fXY)+ f(Y,2) = f(X, 2)
(AP2) JPe A fp: A—=V; X — f(P,X)

je bijektivne zobrazenie. Pozrite si GeoGebra applet: Priklady afinného priestoru — https://www.geogebra.org/m/wb2cjewy”.

V definicii afinného priestoru sme pouzili oznacenie f(X,Y), ktoré sa naj¢astejSie vyskytuje odbornej literature. Toto oznacenie

— —
Casto nahradime, ktoré sme pouZivali v tedrii vektorovych priestorov, symbolom XY . Teda f(X,Y) := XY.

Pripomefime, Ze vo vektorovom priestore sme tiez pouZivali termin "bod" v suvislosti s viazanym vektorom ¢ = AB, tedalenv

suvislosti s vektorovym priestorom V,,(R). V tomto vektorovom priestore volny vektor u predstavoval usporiadanu n-ticu redlnych

Cisel. Zaciatok volného vektora ("bod") mal stradnice (0,0, ..., 0) a koncovy "bod" volného vektora 4 mal siradnice zhodné so

suradnicami daného vektora v Standardnej baze. Vektor sme interpretovali ako posunutie, pohyb. Intuitivne sme pouZzivali aj sticet
A+,

ktory vo vektorovom priestore nevieme uréit (nie je definovany). Aviak v afinnom priestore to uz budeme vediet definovat, bude

predstavovat posunuty bod A o vektor 4.

Poznamky.

Dimenzia (alebo rozmer) afinného priestoru je Cislo, ktoré je dimenziou jeho zamerania (dimenziou vektorového priestoru V).

40z 111



Afinny priestor dimenzie 0, 1, 2 budeme v poradi nazyvat bod, priamka, rovina.

Definicia.

(n-1)-rozmerny podpriestor n-rozmerného afinného priestoru A nazyvame nadrovina priestoru A.

Poznamky.
Ak X,Y, Z, A, B, st body afinného priestoru (A4, V, f), tak lahko nahliadneme platnost nasledujucich tvrdeni
e
1.XX =0
— —
2. XY =-YX
— —
3AX =AY = X=Y
— =
4. XB=YB=X=Y
—
5.XZ=0=X=172.

Dokazy (predchadzajuce tvrdenia).
— = — —

1. Podla (A1) plati Y X + XX = Y X, odkial XX = o.

L= = = L, = —
2.0=XX=XY +YX,Ciile XYy = -YX.
3. Vyplyva priamo z (A2) - bijekcia.

—_— = — — —_— =

4. Ak XB =Y B, potom —XB = —-Y B, teda BX = BY avzhladomna(3) X =Y.

— L — — — o )
5. Nech XZ = ¢. PretoZe aj XX = o, tak XZ = XX, odkial podla (3) X = Z.

Tvrdenie (Rozdiel bodov).

Kazdymi dvomi bodmi afinného priestoru je urceny vektor, ktory je dany ich rozdielom.

Doékaz (bez suradnicového systému).
Nech (A, V, f)je afinny priestor nad pofom R V afinnom priestore je zavedenad operacia f ktora kazdym dvom bodom A4,B € A
—
priraduje vektor AB € V. Tato operacia ma nasledujuce vlastnosti:
1. Vektor medzi dvoma bodmi je dobre definovany, teda existuje zobrazenie
—
(A,B)— AB €V,
—
ktoré je také, Ze pre kazdy pevny bod A je zobrazenie B — AB bijektivne zobrazenie z mnoZiny bodov A do vektorového
priestoru V.
2. Afinna kombinatorika bodov. Pre kazdé tri body A, B,C € A plati:
— = —
AB+ BC = AC.
z v H . v . .
Toto znamena, Ze vektor AB jednoznacne popisuje prechod z bodu A do bodu B.
3. Existencia afinného bodu ako referencie.
Nech je O fubovolny pevny bod v A (nepotrebujeme ho interpretovat ako zaciatok sturadnicového systému, staci, Ze existuje).
—
Potom pre kazdy bod A € A existuje jednoznaény vektor OA € V, ktory reprezentuje jeho afinnu polohu voci O.
4. Vlyjadrenie vektora medzi bodmi pomocou rozdielu.
Pre fubovolné body A4, B,O < A plati:
— = —
AB = OB — OA.
v . ooV H —) H ’ s . s s . v, . . s . v 7
Staci si uvedomit, Ze AB, OB, OA su vektory, pre ktoré platia grupové operacie séitania, inverzného (tj. opacného) prvku, ...
— — —
Preto uvedeny rozdiel vektorov OB — OA je dobre definovany vo V. KedZe vyber bodu O je fubovolny, vidime, Ze AB zavisi iba

od bodov A4 a B, nie od volby referencného bodu.
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Zaver
Ukazali sme, Ze operacia priradenia vektora dvom bodom je jednoznacne dana ich ,rozdielom®, ktory je chdpany v zmysle

—»
vektorového priestoru V. Definitoricky méZzeme pisat B — A := AB.

Poznamky.
Ak usporiadana dvojica bodov (X, Y) predstavuje umiestnenie vektora 4, tak vektor moézeme vyjadrit ako 4 = ¥ — X, o
predstavuje zobrazenie

f:Ax.A—)V(]R).

Podmienka (AP2) sa niekedy uvadza takto:
(AP2')V Xe AV u € V existuje prave jeden bod Pc Ataky, ze f(X, P) =4 .
(AP2")V XYe AT u € Vtaky, ZeY=X+4.
V tejto kapitole budeme pracovat len s realnym afinnym priestorom nad telesom (polom) redlnych ¢isel R. Fundamentalnou

vlastnostou afinného bodového priestoru je axiomatické tvrdenie:

Tvrdenie (Existencia referen¢ného afinného bodu).
V afinnom priestore (A, V, f) plati vlastnost’ (AP2) pre lubovolny pevne zvoleny bod P, t.j. VP' € A; fp: A—V; X — f(P',X) je
bijektivne zobrazenie. Staci si uvedomit, ze f(P’, X) = f(P’, P) + f(P, X)).

Cvicenie.

Zistite, €i usporiadané trojice (A, V, f) su afinnym priestorom.

o ; i ; -
s H i H 1
r - x 0~
N = Vv {{uﬁ. 3]:;1.: = E}
A B A:{|x,1];x € R} . L — i
* P A1)
‘\‘ "' — H
* ~— . i=f(AB)=B-A¢V
! E Vi {[z, 0z € R} ,/ L o . ) } ) }
"""" @=f(4,B)=B-AcV ., B -
. o o A [zl > lylzy € RY

Otvorte si dynamické obrazky: lavy Tu - priklad afinného priestoru; pravy Tu - nie je afinnym priestorom.

Poznamky.
1. Afinny priestor budeme tieZ jednoducho oznadovat A alebo ako A. Vektorovy priestor prislichajuci afinnému priestoru
(A, V,+) budeme oznacovat ako V'(A) alebo len V.
2. Vektorovému priestoru hovorime tieZ zameranie afinného priestoru. Afinny priestor, ktorého zameranim je vektorovy priestor
nad polfom redlnych Cisel nazyvame realny afinny priestor alebo aj aritmeticky afinny priestor.
3. Affinis znamena latinsky pribuzny. Prvy krat tento pojem pouZil Leonhard Euler (1707-1783) pre oznacenie vztahu vzoru a

obrazu v zobrazeni, ktoré zachovava deliaci pomer. Afinna geometria je geometria bez vzdialenosti/miery.

Priklad.
Dané su mnoziny (Cervena)

A= {(21,22,m3) € R*; 21 + w0 — 2m3 = —5}2‘22111



mnozina (modra)
V ={(z1,22,23) € R®; 21 + 22 — 223 = 0}
a zobrazenie f : A x A — V(R) je od¢itovanie trojic realnych &isel po zlozkach.

Dokazte, ze (A, V, f) je afinny priestor nad pofom R. Dynamicky obrdazok si otvorite Tu.

Riesenie.
Pre lubovolny bod X[z, s, z3] € Aplati, Ze z3 = %(zl + x5 +5).
1. Podmienka (AP1): zo vztahov
FXY) = [m1— yi, 20— 4,3 — U3) = [21— v, @2 — %o, 3{(21 — 1) + (22— 1)}
FYV2) =y — 215 vy — 2003 — 23] = [ — 21, 1 — 22, 2{(1 — 20) + (12 — 22)}]
dostdvame
f(X,2) = [21 — 21,25 — 2, %((371 —21) + (22 — 2))],

¢o bolo treba ukazat.

2. Podmienka (AP2): Nech P = [p,, p,, 3 (p; + p, + 5)] je pevne zvoleny bod a
X = [21, 29, 3 (21 + 22+ 5),Y = [y1,%, 5 (21 + z2 + 5)] st lubovolné dva rézne body.
Potom je (21 # y1) V (22 # y2) a zrejme aj pre obrazy
F(P,X) = [py — @1,p5 — @3, 3 ((p1 — 1) + (P — 72))]
F(PY) = [p1 = y1,02 — o, 5 ((P1 — %) + (P2 — )]

plati, Ze su rézne. Teda zobrazenie je bijektivne.

Ddokaz, pre podmienku (AP2) prenechavame citatelovi.
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Linearna sUradnicova sustava

V predchddzajlce] kapitole sme uviedli, Ze dimenzia (rozmer) afinného priestoru sa definuje ako dimenzia jeho
vektorového zamerania. Teda definitoricky

dim A :=dim V(A).

Poznamky (Pripomenutie pojmov).
1. Dimenziu afinného priestoru oznacujeme indexom vpravo hore, napriklad n-rozmerny afinny priestor ako A”.
2. Afinny priestor dimenzie 1 nazyvame afinna priamka, oznac¢ujeme ho A! ale aj ako obvykle a, b, p, . ..
3. Afinny priestor dimenzie 2 nazyvame afinna rovina, oznacujeme ho A? ale aj ako obvykle o, 3, ...

4. Afinny priestor dimenzie n — 1 nazyvame afinna nadrovina.

Uvedieme zdkladné definicie z prace [MONa], v ktorych sa pomocou bdzy vektorového priestoru zavadza repér
afinného priestoru a (linearna) afinna suradnicova sustava. Suhrnne sa pre tento systém pouziva oznacenie: afinny

suradnicovy systém.

Definicie.
1. Nech (A, V, f) je afinny priestor a O je lubovolny bod tohto priestoru. Dalej nech {eg, ez, - -, €, } je baza (nie
nutne ortonormalna) vektorového priestoru V. Potom (n + 1)-tica (O; €1, €3, - -, €,) Sa nazyva repér afinného

priestoru A.

2. Nech (A, V, f) je afinny priestor, nech (O; e, es,- - -, €,) je repér v A. Linedrna suradnicova sustava (strucne
LSS) je bijektivne zobrazenie
L: A — Rn; P— {p17p27"-7pn]7

4>
priom OP = p,e; + - - - + p, e, Pozrite si pracu Tu (str. 8-11).

Dokaz korektnosti definicie.
Lubovolny vektor (teda aj polohovy) vektorového priestoru sa da jednoznaéne vyjadrit ako linedrna
kombindcia vektorov bazy tohto vektorového priestoru

O_IgzP—O:plel—inn—&-pne,,.
Z vlastnosti (AP2) vyplyva, Ze pre bod O a vektor 4 =p,e; +---+ p,e, existuje prave jeden bod
P = O+ 4. Preto aj bod P vzhladom na danu afinnu sustavu suradnic sa da jednoznacne vyjadrit ako
kombinacia

P=0+ze1+ -+ z €.
Rovnost P = O + p,e; + - - - + p, e, skratene zapisujeme ako P = [py,p,,...,p,] a n-ticu

[P1, D2, P,
nazyvame suradnicami bodu P. Suradnice bodu budeme zapisovat v hranatych zatvorkach
[zl,a:z,...,::,,]. Vektor, ktory uréuje linedrna kombinacia P — O = p,e; +- - - + p,e, sa nazyva polohovy

—
vektor OP = P - O.

Existencia a jednoznacnost stradnic bodu P vyplyva tieZ z jednozna¢ného riesenia rovnice,

—
OP=P70=p181+“‘+pnen:
44 z 111



I kedZe vektory e;, es, - - -, €, tvoria bazu vektorového priestoru V.

Pomenovania.
1. O — zatiatok suradnicovej sustavy
2. E; = O + e; — jednotkové body suradnicovej sustavy

3. OFE; — suradnicové osi

P=(1215)

g - th2 U

=120

~—y
£,

Otvorte si applet Tu.
Cvicenie.
UkdZte, Ze usporiadana trojica (A, V, f) je afinny priestor, ak

A= {[$17$2] € R1 Ty = I%}7V = R,f([il?l,il?g}, [ylvyZ]) =T1— Y-

Zistite. ¢i zobrazenie £ : A — R*; L([z1, z3]) = 1+ z; je linedrna sustava suradnic.

Rieenie.
1. Lubovolny bod X afinného priestoru ma suradnice [m,acQ]. MnoZina vietkych bodov afinného priestoru (A je
parabola (nakreslite graf v GeoGebre).

2. Podmienka (AP1) pre body X[z, 22, Y [y, y?], Z[z, 22| zrejme plati, lebo

FXY)+fY,2) = (z-y) +({y—-2) =z - 2= f(X,2).

¢ Podmienka (AP2): Zvolme si lubovolné redlne &isla p, x a body P|p, p?], X[z, %], potom zobrazenie f(P,X) =p—=x
je bijekcia.
¢ Zrejme aj zobrazenie £ : A — R*; L([z,z?]) = 1+ z je bijektivne, preto je LSS.
A= {[11: 9] € Ry xy = fﬂf}

|
fXY)y=2,—p=2--2=4

X, Y)

+ i Py

0 L=

v

Otvorte si dynamicky obrazok Tu. Parabolicka valcova plocha Tu.
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Veta o sUradniciach

V kapitole Linedrna suradnicova sustava sme uviedli:
Suradnice bodu X afinného priestoru A vzhladom na danu afinnu sustavu suradnic st suradnice jeho polohového
—
vektora OX vzhladom na bazu suradnicovych vektorov. Teda plati
—
OX =z +---+z,e,.

Po zavedeni sUradnicovej sistavy mdzeme nielen vektory ale aj body "s€itovat". Pravidld, ktoré musime
pritom dodrZiavat stanovuje tzv. zakladna veta o sdradniciach, ktord pozname z linearnej algebry. Nech

(n+1)-tica (O; ey, €3, - - -, €,) je repér afinného priestoru A.

Zakladna veta o suradniciach.
Nech st dané dva body a ich stradnice A = [ay, as,- - -, a,), B = [by, by, -, b,] € A a vektor & = (ug,ug,- -+, u,) €V,
potom

1. B—A=(by—ay, b, —as,-b, —ay,)

2.A4 4 = [ag +ug, a9 + ug, ey G + Uy

su body afinného priestoru A.

Dokaz.
1. Zrejme z vlastnosti (AP1) afinného priestoru vyplyva, 7ze VA, B € A a pre zaciatok suradnej sustavy O bude
- = =

platit f(A, B) = f(A,0) + (O, B) tj. AB = AO + OB odkial s vyuZitim Tvrdenia (Rozdiel bodov) dostaneme
— = e
AB=0B-0A = B—A.

%

Z bijektivnosti LSS a z vlastnosti OP = p,e; + - - - + p, e, Vyplyva, Ze
—
OB:b1€1++bnen
—
OA =aie;+---+aye,.

Z definicie s¢itania (rozdielu) vektorov v baze (e, e, - -, e,) dostaneme
B-A= (bl 7al7b2 *02,"',12" 70'71)

B 4.3

AB a5

~04 4 @3-
Otvorte si dynamicky obrazok Tu. Interpretujte to na Tu: AP - hyperbola.
2.Z vlastnosti (AP2') afinného priestoru vyplyva, ze VA € A;Vu € V existuje prave jeden bod M € A taky, ze
— —
AM = u. KedZe aj pre bod O € A plati, Ze existuje prave jeden bod P € A taky, Ze OP = u je polohovy vektor
v danom repéri. Pre polohové vektory plati
—_— — —
OM = OA+ AM
— —
alew = OP = AM. Po Uprave dostaneme
— — —>
OM =0OA+0OP =(A-0)+ (P-0) = (a1,a, -+, ap) + (ug,us, - -, uy) = (a1 + ug, -+, ap + up).
Zaver

— — —
OM = OP + PM = A+ u.
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M=A+u

Applet Tu.

Zmena repéru
Pri zavadzani linedrnej suradnicovej sustavy sa v definicii nekladla poZiadavka ortonormalnosti na repér
(Oseq,eq, - e,) afinného priestoru A. To znamend, Ze sUradnice nejakého bodu Q € A mdzeme vyjadrit aj

vzhladom na fubovolny iny repér. Ako urcit siradnice bodu pri zmene repéru popisuje nasledujuci priklad.

Priklad.
e Nech S =(Q[1,-2,1],a(1,1,2), b(—3,2,1), ¢(—2,1,0)) je suradnicovd sustava afinného priestoru
(A, V3(R), f), kde zobrazenie f je definované ako rozdiel stradnic bodov po zlozkach. Néjdite bod
R € A, ktorého suradnice vzhfadom k repéru S st [-2,1,2].

¢ Najdite suradnice bodu P = [4,—3,1] vzhladom k baze S.

Riesenie.
1. Zrejme
R=11,-2,1+ (-2).(1,1,2) + 1(=3,2,1) + 2.(—2,1,0) = (—8,0,—2).
Toto su suradnice boduR vzhladom k ortonormdlnemu repéru - kanonické suradnice. Je doélezité dodrzat

poradie prvkov repéru S. Urobte geometrickud interpretaciu.

2. Ur¢it suradnice vzhlfadom k repéru S znamena bod P vyjadrit ako linearnu kombindciu prvkov repéru S. Opat
treba dat pozor na poradie prvkov bazy. Musime najst g;, g5, q; € R, pre ktoré plati:
P= Q + q:- (17 172) + qs- (737 27 1) + q3- (727 170) resp.
(37 _17 0) =4q;- (17 17 2) + qs- (_37 27 1) + q3- (_27 17 0)
Ulohu mézeme riesit ako ststavu rovnic (vyrieste tlohu tymto spésobom).
3= lqg —3.q —2¢
-1=1q + 2.¢o0 + lg3
0= 2.q1 + 1.q2 + 0.q3
Poslednt rovnost mézeme vyjadrit v maticovom tvare (vektory repéru zapisujeme do stipcov!):

1 00 3 1 -3 -2 a
01 of-[{-1]=11 2 1| (e
0 0 1 0 2 1 0 a

47 z 111



Otvorte si dynamicku konstrukciu Tu.

Riesenim je bod = (1,-2,2).

Cvicenie.

Zistite, aké stradnice ma bod M = A + (a+ 2b) € A® v afinnej stradnicovej ststave [O; ey, es, €3] , ak
A=0+(e1+2e3);
a = 2e; + 3ey;

b= —e1 + e — 2e3.

A=(1,0,2)
.

(@]

. M:(1‘5:72)

RieSenie.
1. Algebraické riesenie: Dosadte do vyrazu M = A+ (a+2b) hodnoty za A,a,b a dostanete sdradnice
[1,5,—2].

2. Grafické rieSenie: V GeoGebre si aktivujte si repér (O;ey,es,e3). Do vstupného pola postupne zadajte

A=0+(e;+2¢3), a=2e; +3e3,b=—€; +e —2e3aM =A+ (a+2b).
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Afinny podpriestor

Zvolme si v afinnom priestore (A, V,+) jeden pevny bod P a nejaké zameranie V', ktoré je podmnoZinou
vektorového zamerania V. Dostaneme podmnoZinu bodov afinného priestoru, ktora bude spifiat axiémy afinného

priestoru. Takouto mnozinou je napriklad priamka v euklidovskej rovine alebo rovina v euklidovskom priestore.

Definicia (Afinny podpriestor).
Nech (A, V,+) je afinny priestor nad pofom R. Neprazdnu podmnoZinu A’ : A’ C A nazyvame afinny podpriestor
resp. linedrna varieta afinného priestoru A, ak existuje vektorovy podpriestor V' C V, pri¢om plati

o VX,YeAd L XY = Y-X)eV

o VXeA VueV :(X+u)eA

Dokaite, e A" = {(0,2,0,1),z € R} je afinny podpriestor priestoru A; = (A4, V, f),
A= {($1,$2,$3,$4),$ € R4;$4 = 1}
V= {(131,1172,153,.’134),115 € R4;£E4 = 0}

f je od¢itanie po zlozkach. [MON 1.4.1]

Tvrdenie.
Nech X = [y, 2o, - - -z, je lubovolny bod z afinného priestoru A™. Potom bod X lezi v podpriestore AF,
prave vtedy, ked plati rovnost

X = A+tid; + tady + - - - + tydy,
kde A = [a1,as,- - -a,] € AR: t1, 8, -, 1, sU redlne &isla a @y, @s, - - -, G je k linedrne nezavislych vektorov
podpriestoru 4*(A4* c A). Uvedena rovnost sa nazyva parametrické vyjadrenie podpriestoru A*. Cisla

t1,t2, - -, tr sa nazyvaju parametre bodu X.

Poznamky.
Pre rovnost X = A+ tia; + tyas + - - - + ta;, sa tradiéne pouZiva nie Uplne presny nazov parametrické
rovnice podpriestoru. Parametrické rovnice podpriestoru A* majd znamy tvar

Ty =a;+apt; +--+agt

Ty = a9 + @91ty + -+ - + agity

Ty = Qp + anltl +-t anktkl
kde X = [z}, zy,- - -z,] SU suradnice bodu X a (a4, a1, - +,aix) sU stradnice vektora @; v kanonickej
béze (€1,€2, -, €n). Tuto slstavu rovnic moéieme zapisat pomocou matic. Maticovy tvar

parametrickych rovnic vyzera takto

] ay aiz @12 - Q1 ty
T2 as az Gz - Qg t2
= + .

Tn an Qp2  Gp2 - °  Qpk ty

Maticu sustavy a;; z predchadzajiceho vyjadrenia nazyvame matica prechodu od afinnej suradnicovej

sustavy (O; eq, €3, - -, e,) do sustavy (4;aq,as,- - -, ax).
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Priklad 1.
Zistite, ¢i body M = [9,—-2,5], N = [4,1, 6] inciduju s podpriestorom (leZia v podpriestore) (A,u,v). Dané
su bod A=]1,3,2] a vektory uw=(2,—-1,1),v = (1,—1,0). Najdite parametrické vyjadrenie tohto

podpriestoru. Vytvorte graficku ilustracia k tomuto prikladu.

Riesenie.
Hladdme realne Cisla r, s, pre ktoré plati rovnost (vektorova rovnica ma prave jedno riesenie)
9,-2,5] =[1,3,2] +7(2,—1,1) + s(1,—1,0) resp.
[4,1,6] = [1,3,2] + (2, —1,1) + s(1,—1,0)
Odpoved.
Bod M = [9,—2,5] inciduje s danym podpriestorom. Podrobné rieSenie formou "step by step" prezentuje GeoGebra

applet AfinneParametrickePrl — GeoGebra.

Podobnou metddou ukdzte, Ze bod N = [4, 1, 6] neleZi v danom podpriestore.

Neparametrické vyjadrenie podpriestoru

V afinnom priestore A" méZeme linedrne podpriestory A¥ ¢ A" vyjadrit aj neparametricky pomocou
sustavy p linedrnych rovnic s n neznamymi. Ich pocet je zavisly od dimenzie podpriestoru k a od dimenzie
daného priestoru n. Musi byt splnend rovnost: p = n — k. V stredoskolskej analytickej geometrii
a. Priamka (k= 1) leZiaca v rovine (n =2) je vyjadrena jedinou linedrnou rovnicou s dvoma
nezndmymi. Bod (k = 0) je chapany ako prienik dvoch priamok, teda mdZze byt vyjadreny ako
sustava dvoch linearnych rovnic.
b. V afinnom priestore A® rovina (nadrovina (k = 2)) je vyjadrena jedinou linedrnou rovnicou s troma
neznamymi 1 = 3 — 2. Priamka je prienikom dvoch rovin a na jej uréenie su potrebné dve rovnice

2=3-1.

Priklad 2.
Najdite parametrické aj neparametrické vyjadrenie roviny v A%, ktord prechadza bodom A4 = [1,2,3] a md

smer u = (—5,6,4),v = (2,—1,0).

RieSenie

Podobne ako v priklade 1 pouZijeme metddu "step by step" AfinnePodpriestoryPr2 — GeoGebra.

Vytvorte graficku ilustracia k tomuto prikladu.

Pre linearny podpriestor plati, Ze s kazdymi dvoma bodmi A, B obsahuje tento podpriestor aj bod
A+t(B—A); teR.

Doékaz tohto tvrdenia sa robi v zédkladnom kurze z linedrnej algebry.

Linedrne podpriestory s danou dimenziou.
1. Afinny podpriestor dimenzie 1 sa nazyva afinna priamka.
2. Afinny podpriestor dimenzie 2 sa nazyva afinna rovina.
3. Afinny podpriestor dimenzie n-1 v n-rozmernom afinnom priestore sa nazyva nadrovina . Zrejme

priamka je zarovef nadrovinou v priestore A% a gbviznﬁjg nadrovinou v A%,



4. Budeme hovorit, ?e podpriestor (A', V', +) je k-rozmerny (md dimenziu k), ak podpriestor V' ma

dimenziu k (dim V' = k).

Priklady.
1. Napi$te parametrické vyjadrenie podpriestoru v A?, ktory je dany véeobecnymi rovnicami:

2z, — a9+ 33— Ty, —5=0
6y — 3z + 23 —bxy, —7=0
2. Dokazte, Ze mnozZina

P={(z,y,2) cRz+y—22=52—y=1}
je priamkou v afinnom priestore
A = {(z1, 29, 23) € R% 2y + x5 — 223 = 5}, V3(R) = {(1, 29, 23) € R3; 2y + 25 — 223 = 0}.

Uved'te parametrické vyjadrenie tejto mnoZiny a overte, e mnozina bodov spitia afinné axiémy.

RieSenie.

1. Otvorte si rieSenie prvého prikladu formou appletu AfinnePodpriestory_Prikladyl — GeoGebra.

2. Zobrazte roviny
a = {(a:,y,z) € R3;w+y7 2z = 5}1 ﬂ = {(m,y,z) € R3;$ —Yy= 1}'
Grafickd ukdzka priamky ako priesecnice dvoch rbéznobeinych rovin formou 3D

appletu https://www.geogebra.org/m/gsxrwku?2.
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Vzajomna poloha Utvarov

Tato kapitola sa zameriava na typoldgiu vzajomnych poléh afinnych Gtvarov — prieniky, rovnobeznost, réznobeznost a
mimobeznost — najma v priestore, ale aj v rovine. V centre pozornosti su afinné podpriestory a ich vztahy cez smerové
priestory. Zahrnuté su praktické priklady a ulohy s odpovedajucimi rovnicami priamok a rovin.

Linedrne podpriestory, ktorych prienik je prazdna mnoZina, nazyvame disjunktné. Hovorime aj, Ze takého podpriestory

sa nepretinaju. Ak nie st dva podpriestory disjunktné, potom su nedisjunktné (pretinaju sa, maju neprazdny prienik).

Tvrdenie.
Nech A" = (A, Vi,+4),A® = (A, V3, +) su linedrne podpriestory priestoru A™ a Vi, V; st ich smerové podpriestory.
Potom platia nasledovné tvrdenia:

1. Neprazdny prienik podpriestorov A" a A® je podpriestor, ktorého smer je prienikom V; NV, .

2. Ak je prienik podpriestorov neprazdny A" N A® # @ a plati, Ze V; C V4, tak podpriestor A™ C A°®.

Linedrne podpriestory sa nazyvaju:
a. Rovnobeiné, ak vietky smerové vektory jedného podpriestoru su smerovymi vektormi druhého.
b. R6znobezné, ak maju spolocny aspon jeden bod a Ziadny z podpriestorov nie je podmnozinou druhého.

c. MimobezZné, ak su disjunktné a prienik smerovych podpriestorov obsahuje len nulovy vektor.

Priklady.
Zistite, akd je vzdjomna poloha priamok

lpix=3+t,y=1+t,z=2—1t
qg:x=4—-t,y=—t,z=2+t

2.p:x=3+t,y=1+t,z=2—-1t
r:xe+y+z—-5=0r—-—y+22—-8=0

3.riz4+y+2-5=0z—-y+2z-8=0
s:x=5+ty=—-t,z=2+t

Riesenie.
1. Smerové vektory priamok p, g su linedrne zavislé, preto V; C V; . UvaZované priamky su navzajom rovnobezné.
2. Ak priamky p,r maju spolony bod P = [z,,y,, 2,], tak existuje parameter t, ktory je rieSenim sustavy
Ty =3+ty, =1+t,2,=2—-1

a zérover sUradnice [3+¢,1+¢,2 — ¢] tohto spoloéného bodu priamky p s priamkou r musia byt rieSenim ststavy

rovnic
B+t)+(1+t)+(2—-t)—5=0
B+t)—(1+t)+22-t)—8=0
Cize
t+1=0
—2t—-2=0

ktora ma jediné rieSenie ¢ = —1. Prienikom priamok je teda bod (2,0, 3] a preto su priamky réznobezné.

3. Odpovedajlca sustava nema rieSenie a spolo¢né vektory su LN, priamky su mimobezné
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CviCenie.

Praca (Tison, Linedrne podpriestory, dostupné Tu) strana 31.
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Euklidovsky priestor

Roz3irenim afinnej Struktury (afinného priestoru) o metrické prvky zavedenim skalarneho sucinu, vznika euklidovsky
priestor. Tento priestor je vychodiskom k metrickej geometrii, v ktorej okrem polohovych uUloh dokazeme aj
"merat".

Vektorovy priestor, na ktorom je definovany skalarny sicin (tiez nazyvany aj vnutorny sucin) umozZiiuje rozumne
definovat metrické pojmy vzdialenost a velkost uhla, ¢im v euklidovskom priestore vznikd geometrickd metrika.
Uvedieme riesené priklady s vypoctom vzdialenosti dvoch bodov, uréenie suradnic stredu Usecky a Uvahy o polohe

bodov na usecke, ktoré su didakticky ucinné.

Euklidovsky priestor je n-rozmerny afinny priestor so zameranim V,,(R) a s vy3Sie definovanym skalarnym sicinom;

oznacovat’ ho budeme symbolom E,,.

Tato definicia presne vystihuje podstatu mn-rozmerného euklidovského priestoru ako afinného priestoru so
skalarnym sucinom na jeho zamerani. Pripominame a zdo6raziujeme, Ze norma vektora je definovana ako funkcia
indukovana skalarnym sucinom, ¢o je klucové pre geometriu euklidovského priestoru. Normu sme popisali v

kapitole Cauchy-Schwarzova nerovnost.

Definicia (Suradnicova sustava).
Linedrnu sdradnicovu ststavu v E,, danu repérom R = {O; €1, €s,...,€,} nazyvame kartezianskou stradnicovou

sustavou, ak {€1, €, ..., €,} je ortonormalna baza zamerania V,(R).

Budeme pouZivat oznaéenie sUradnic bodu: X[z, zs,...,z,[hranaté zatvorky) a oznacenie stradnic vektora:

v = (v1,v9,-..,v,) (okrihle zétvorky) v kartezidnskej suradnicovej sustave.

Definicia (Vzdialenost bodov).

Pod vzdialenostou dvoch bodov X,Y euklidovského priestoru rozumieme normu prislichajiceho vektora

. —
v = XY, tj.

B \/i
dXY) =Y - X|| =|[U]| =V XY.XY.

Dokazte.
1. Pre fubovolné tri body X,Y, Z € E, plati
|XY|+|YZ| = |XZ| &Y e XZ
(Poznamenajme, zZe z4pis Y € XZ znamena, Ze bod Y patri Usecke XZ, ¢o znamen3, Ze existuje parameter
t € (0;1), taky, ZeplatiY = X +¢(Z — X).)
2.Bod Se E,je stredom dvojice bodovA, B € E,, prave vtedy, ked' |SA| = |SB| = %|AB\.

Tvrdenie.
Nech a : 121 + aszs + - -+ + anz, + ag = 0 je nadrovina v E,. Oznaéme vektor 7 = (a1, as, . . ., a, ). Potom:
1. Vektor 7 je nenulovy.

2. Vektor 7 je kolmy na kazdy vektor zo zamerania V.
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3. Kazdy vektor, ktory je kolmy na V,,, je ndsobkom vektora 7.

Nech «, 8 su nadroviny euklidovského priestoru E,. Potom a,f st rovnobeiné nadroviny prave vtedy, ked ich

normalové vektory su linedrne zavislé.

Vektor 7 sa nazyva normalovy vektor nadroviny a (normalovy vektor nadroviny o budeme oznacovat aj n,, ).

Definicia (uhol dvoch euklidovskych podpriestorov).

1. ¢ nazyvame uhol priamok a, b, ak:

osp = u“i\l\]z‘iu , kde V, = (@, V; = [5)-

2. Uhol priamky p a podpriestoru Ej:

o /
Z(vaE;c) ::{274 _x aka_]Erk
Z(p,p), akpLE,

kde 5" je ortogonalny priemet smerového vektora p priamky p do podpriestoru V..
3. Uhol podpriestoru Ej, a nadroviny E|_;:

Z(By, Bl ) o= L(BL L EL )

Cvicenie. Zdévodnite:
1. Ak X[z1,z9,..-,24),Y[y1,¥2,---,¥,] SU suradnice bodov v kartezidnskej suradnicovej sustave, tak pre
vzdialenost bodov X, Y plati
XY = 4/~ )% + (0~ 22)* + - (i — )

2.Bod S € E, je stredom dvojice bodov A4, B € E, prave vtedy, ked’ |SA| = |SB| = %|AB\.

3. Vypotitajte velkost vektora & = 3d + 2b, ak ||d|| = 3, [[b]| = 4, |£(G, b)|| = 2.
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Priklad

Priklad - Zbierka (MOZ, 2016) Uloha 1.4.11
NapiSte parametrické aj neparametrické vyjadrenie roviny p, ktord prechadza bodom A[2,3,—1] a je rovnobezna s
priamkami p, g, ktorych parametrické vyjadrenia su:
z1=1—u r, =2+4+4v
P:dzo=243uq:§xzy=1+v

m3:5+2u 1133:7311

Riesenie.
, . L= , . L=
1. Smerovy vektor priamky p je v, = (—1,3,2) a smerovy vektor priamky g je v, = (4,1, —3).
2. Vektorovy sucin v_; X v_; na ziskanie normalového vektora roviny. Normalovy vektor roviny p je kolmy na oba

smerové vektory priamok p a q. Vypocitame:

i
P—uxu=|-1 3 2
4 -3
A=i(3-(-3)—2-1)—§((~1)- (=3) —2-4) + k((~1)-1—3-4)
i=i(-9—2) —j(3—8) + k(—1—12)
7i = i(—11) — j(—5) + k(—13)
7i = [~11,5,-13]

Rovnica roviny p:

Neparametrické - vyjadrenie roviny p resp. vSeobecny tvar.

VSeobecna rovnica roviny p je dand tvarom:
a(z — zo) +b(y — yo) +c(z— 20) = 0,
kde [z, 9y, 20] je bod v rovine p (v naSom pripade bod A = [2,3,—1]), a a,b,c sU zlozky normalneho vektora
n = [-11,5,—13]. Dosadenim do vSeobecnej rovnice roviny dostaneme:
—11(z —2) +5(y—3)—13(z+1) =0
odkial vSeobecna rovnica roviny p je:

—11x 45y — 13z = 6.

Parametrickeé - vyjadrenie roviny p.

Parametrické vyjadrenie roviny p je:
p(s,t) = A+ s;p) + tv_q>,

kde A = [2,3,~1], v, = [-1,3,2] a v, = [4,1,3].
Parametrické vyjadrenie:

T = 2—s+4t

P(S:t) $2:3+38+t

r3=—14+25s—3t

kde s,t € R.
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Linearna kombinacia bodov

V tejto kapitole zavedieme koncept linedrnej (resp. afinnej, barycentrickej) kombinacie bodov ako kltucového
nastroja v afinnom a euklidovskom priestore. Vyklad vychadza z definicie cez vektory a ukazuje korektnost tejto
definicie z hladiska nezavislosti od zvoleného referenc¢ného bodu.

Nech E, je n-rozmerny euklidovsky priestor so zameranim V,(R) a nech P,Q, P, P,...,P, su body tohto

euklidovského priestoru.

Definicia.
Afinnd (barycentrickd resp. linedrna) kombinacia bodov. Nech P,P,,P,,...,P, € E,, tak suc¢tom (afinnou

kombinaciou bodov) oy P, +. . . +a,, P,, rozumieme bod
(AK) P+oy(P,—P)+--+ (P, —P),

pri¢om pre ay,...,a, € R musiplatit a;+...+a,, = 1.

Symbolicky zépis afinnej kombinécie bodov P = 2111 a;iP;; Ya; =1

Dokaz korektnosti definicie.

Treba ukazat, Ze afinna kombinacia (AK) nezavisi od volby bodu P.

Nech a;+...+a,, =1 a nech Q € E, je fubovolny bod (uvedomte si, Zze E, je tieZ afinnym priestorom. Upravujme
afinnt kombinaciu
Q+ai(PL—Q)+ 4 an(P,—Q) =
aplikovanim tvrdenia VP, Q € A, : Q = P+ (Q — P) dostaneme
=P+(Q-P)+a;(PL—(P+(Q—-P))+- -+ apn(P,—(P+(Q—P)) =
=P+(Q-P)—-a1(Q—P)+-- —an(@—P)+oy(PL—P)+ -+ anp(P, —P) =
=P+(Q-P) —[(a1+ +an)(@Q@-P)+[(P,—P)+++ ap(P, — P)] =
=P+[(Q—-P)-1.(Q—P)+[a1(P. = P) + -+ (P, — P)] =
=P+ oy(P,—P)+-+ op(Py, — P).

Tym je dékaz ukonceny.

P .
1 R 1 2
A F =P+ 3PP+ 3PP

. Lo 2
“E=Q+3QF +;0R

. E=F
I
) rd /. p2 \ ~
Otvorte si applet Tu.
Usporiadand mnozina bodov S = {O, Ey, ..., E,} afinného priestoru A" sa nazyva simplex priestoru A", kde

* (O,e,...,e,) je repér priestoru A",
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e OE; = e; su ortonormalové vektory.

Lubovolny bod X md v tomto repéri suradnice [z1,...,z,].

. e — —
Teda mdzeme zapisat OX = z,e;+. .. +z,e, = 2,0E;+...+z,0FE,.

Veta (Bod ako kombindcia simplexu).
Lubovolny bod X € A" sa da jednoznacne vyjadrit v tvare
X=2,0+zE1+---+z,E,,

kdez,+ =z +---+z,=1a8 ={0,E,...,E,} je simplex afinného priestoru A".

Dokaz.

Z vlastnosti (AP1) afinného priestoru vyplyva, ze pre fubovolny (kazdy) bod Q € A" plati

— — =
(Q) O0X =0Q + QX.
—
Vektor OX vzhladom na repér (O,eq,...,e,) sa dd jednoznaéne vyjadrit ako linedrna kombinacia

— — —
OX = 2,0E,+...+2,0E,,.

Y OX=X0+00
\
\
\

Q

@]

—_— = —

Vyuzitim vztahov OE; = OQ + QE; upravme vztah (Q)
— — — — —

0X = 2:(0Q + QEy)+... +2,(0Q + QE,),

odkial

—> — — —
OX = (z1+...4+2,)0Q + z;QE+. .. +z,QFE,.

Bez ujmy na obecnosti poloZzme resp. oznaéme zy = 1 — (z1+...+z,). Potom dostaneme
OX = (1-2)(Q — 0) + 21(Ey — Q)+ +2.(Ey — Q)

Na zaklade tvrdenia " Operacie s bodmi" mozeme pisat
0-)>( =Q—20Q — 0+ 200 — (21Q+... +2,Q) + (z1E1+... +z,E,)
X=(0-0)4+200+Q —z20Q — (21Q+. .. +2,Q) + (z1 E1+. .. +z,E,)
X =200+ [(1— =) — (z1+. .. +2,)|Q + (z1 E1+. .. +x,E,,).

Teraz si sta&i uvedomit, ze [(1 — zg) — (z1+. ..+, )] = 0. Potom dostaneme
X =200+ (z,E1+... 4z, E,).

Tym je dékaz ukonceny.

PretoZe rovnosti v d6kaze predoslej vety nezdvisia na volbe bodu @ € A, tak ku kazdému usporiadanému simplexu
S a bodu X afinného priestoru A™ existuje jedina sustava skalarov z,, ..., z, tak, Ze plati rovnost uvedena v tejto
vete. Zrejme plati aj obratend veta: Kazda sustava skalarov z,,...,z,: =zo+x;+---+ z, = 1 jednoznacne urcuje

bod X € A", pre ktory plati tvrdenie vety.
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Z dokazu predchadzajucej vety vyplyva, Ze sucet zy+z;+---+z, je rovny jednej. Preto podmienka

ai+...+a, = 1v definicii afinnej kombinacii bodov je doleZitd a nutna.

Cvicenie.
1. Nech A, B € E, su dva rozne body. Zistite, aky bod predstavuje linedrna kombinacia %A + %B.
2.Nech A,B,C €E; su tri nekolinedrne body. Zistite, ktory bod predstavuje linedrna kombinacia
%A + %B—&- %C. Vyjadrite pomocou linearnej kombinacie vrcholov trojuholnika ABC [ubovolny vnutorny bod
tohto trojuholnika.
3.¥ Vyjadrite pomocou linedrnej kombinacie nezdvislych bodov Ay, Ay,..., A, € Ex.; lubovolny bod
podpriestoru E,; uréeného tymito bodmi.[Pozndmka: linedrne nezdvislé body su také, pre ktoré napr. vektory

ApA4,..., ApA; € V), sU nezdvislé.]

Riesenie.
1. Upravujme
3A+3B=A-JA+{B=A+3(B-A4),
Co predstavuje stred Usecky A, B. Zobrazte tuto situaciu v GeoGebre.
2. Zndazornite tuto situaciu v GeoGebre, otvorte si zadanie Tu. Riesenie Tu.
3. Podla vety "bod ako kombinacia simplexu" pre bod X podpriestoru E;.; a vlastnosti simplexu
S ={A4q,Ay,...,A;} plati
(Mx) X =mzoAg+ 141+ + 1Ay,
kde stcet zg + z; + - - - + z,, je rovny jednej. Vztah (Mx) predstavuje bod podpriestoru E;_ ;.
= Pre podpriestor E, mnoZina vietkych bodov X spifiajucich podmienku (Mx) je zrejme priamka
(utvar urceny dvoma nezavislymi bodmi). Jej parametrické vyjadrenie ma tvar
X = Ay +t(4A; — Ay).
Po Uprave dostaneme
X=(1-1t)-Ag+t- 4,
¢o predstavuje linedarnu kombinaciu bodov Ay, 4;.
= Pre podpriestor E; to bude rovina (Utvar uréeny tromi nezdvislymi bodmi). Jej parametrické
vyjadrenie ma tvar
X = Ag+r(A; — Ao) + s(A2 — Ao).
Po Uprave dostaneme
X=(Q-r—s)-Ag+r-A;+s-A4,,

¢o predstavuje linedarnu kombinaciu bodov A, A;, A,.
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Deliaci pomer

V axiomaticky zavedenej Euklidovskej geometrii dbleZitu ulohu zohravaju aj axidmy usporiadania. Na zavedenie
metriky na priamke potrebujeme okrem polohovych axiém usporiadania aj pojem deliaci pomer troch
kolinearnych bodov. Jeho cielom je ukdazat vztah medzi geometrickym umiestnenim bodov a ich algebraickym

vyjadrenim v afinnom priestore. Uvedieme presne formulovanu definiciu deliaceho pomeru a jej algebraicky zapis.

Definicia (Deliaci pomer bodov).

Nech A,Be€ E, a C # B su tri kolinedrne body. Deliacim pomerom bodov A, B,C (v tomto poradi) nazyvame
redlne Cislo X také, Ze

(DP) (C — A) = \(C - B).

Budeme ho oznacovat (ABC).

Vypocitajte (ABC), ak:
1. A=[1,0,1,B =[1,3,-2],C = [1,—3,4]
2.A=[1,1,1,B=1[2,0,-1],C = ABNa,a: 2z —3y+2z2=0
3.3.A=[1,-1,B=A+24,C=A-4,d = (1,2).

Riesenie.

1. Najskor je nutné zistit, ¢i body A, B, C su kolineérne.

Grafické uréenie deliaceho pomeru v GeoGebre.

Pre deliaci pomer A musi platit:
— —
(A) (C—A)=X-(C—B)& AC = \-BC.
Potom moZeme spocitat
— —
i=AC= ([17_'?%4} - [1,0, ID = (07 _3:3);6 = BC([1,3, _2] - [17 _3:4]) = (O: _676)'
Po dosadeni do vztahu ()\) dostaneme A = 2.

> —
2. Najskor urcte suradnice priese€nika C priamky AB a roviny «. Rovnica priamky AB je dana parametricky

T t+1
y| = —t+1
z —2t+1
Po dosadeni do vSseobecnej rovnice roviny a : 2z — 3y + 2z = 0 urcime rieSenie ¢ = —1. Spolo¢ny bod C ma
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suradnice [0,2, 3].

Otvorte si GeoGebra konstrukciu, kde méZete menit zadanie.

3. Najskor urcte suradnice bodov B, C.

Nasledujice obrazky dokumentuju vztah deliaceho pomeru pre pevne zvolené body A, B a premenlivy bod C.

Tento vztah predstavuje hyperbolickd funkciu.

M

(ABC) = —1 ' (ABC) =3

i
I
I
i
i
- i
B(1,0) A B(1,0) s

/ a=-05

Interaktivna konstrukcia Deliaci Pomer - Graf Hyperbola — GeoGebra.

Tvrdenie (Vztah deliaceho pomeru a linearnej kombindcie).
Nech bod C je linedrnou kombinaciou bodov A, B, ktord ma tvar C = (1 — A\)A+ AB, X # 1. Potom pre deliaci

pomer plati:

(DP1) (4BO) = 125

Dékaz.

Z predchadzajlcich vztahov vyplyva, Ze C = (1 — \)A + AB, X # 1. Po rozndsobeni dostaneme

C=A-)A+)B,

z ¢oho uz priamo plynie vysledok.

Plati aj tvrdenie v opaénom smere. Nech pre deliaci pomer plati: (ABC) = A. Potom plati:
C=(1-XNA+AB, A #1.
Vieme, ze (C — A) = A(C — B). Po vydeleni &islom A — 1 dostaneme
1 A
ﬁ(C—A) = E(C_B)'

Pozrite si grafické zdévodnenie Tu.
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Poznamky.

1. Z definicie deliaceho pomeru (C — A) = A(C — B) vyplyva, Ze vektory 4 = (C — A),v = (C — B) su linedrne
zavislé a plati w = X\ - v. Preto kvéli korektnosti definicie deliaceho pomeru je v definicii uvadzana podmienka
kolinearnosti bodov A, B,C. Z predchadzajuceho tvrdenia aj z cvicenia 3. tieZ vyplyva, Ze bodyA, B,C su
kolinearne.

2.Z cvitenia 1. vyplyva, Ze existuje bod S = %A-&- %B, ktory budeme nazyvat stred dvojice bodov A, B (resp.

Usec¢ky AB ). Ak A # B, tak pre stred S plati (ABS) = —1. Stred dvojice bodov A, B budeme oznacovat’ Syp.

Tvrdenie.
a) Nech body A,B,C,D € E,, potom vektory A— B = D — C (sa rovnaju) prave vtedy, ked Syc = Sgp (stred

rovnobeznika).

N , b b b
b) Pre stradnice stredu S4p plati: (’“; L az; 2 a"; ").

Vyberové témy

Tvrdenie (Menelaos).
Nech A, B, C st nekolinedrne body a nech A’ € (BC),B’ € (CA),C’ € (AB) su body rézne od bodov A4, B,C. Potom
body A, B’,C"’su kolinearne prave vtedy, ked (ABC")(BCA')(CAB’) = 1.

I
\ (ABC')(BCA')(CAB') =0.41 x =1 x —2.44 =1

C

Otvorte si interaktivnu konstrukciu Tu.

Dokaz.
Zvolme afinnd sustavu suradnic tak, Ze A = (0,0), B =(1,0),C = (0,1). Body C’,B’ maju po rade suradnice
(¢,0),(0,b), pricom ¢,b# 0,1. Rovnica nadroviny (priamky) BC md vSeobecnd rovnicu z+y—1=0. Preto
A’ = (a,1—a),a # 0,1. Z definicie deliaceho pomeru dostaneme

(ABC') =¢/(c—1),(BCA") = (a—1)/a,(CAB’) = (b—1)/b.
Po jednoduchych Upravach lahko zistime, Ze rovnost (ABC')(BCA')(CAB’) =1 je ekvivalentnd s rovnostou
ab—ac—bc+c=0.
Na druhej strane body A’,B’,C"’ su kolinedrne prave vtedy, ked' leZia na jednej priamke. Priamka uréend bodmi
C’, B’ ma parametrické vyjadrenie

X =B'+t(C'- B).
Bod A’ leZi na tejto priamke prave vtedy, ked plati A’ = B’+¢(C’— B'). Po dosadeni suradnic dostaneme sUstavu

dvoch rovnic o jednej nezndmej ¢, ktord ma riesenie prave vtedy, ked plati ab — ac — bc + ¢ = 0.

Tvrdenie (Ceva, Citaj ¢éva).

Nech body A, B,C su nekolinedrne a nech body A’, B’,C" leZia na stranach odpovedajucim protifahlym vrcholom
trojuholnika ABC, potom priamky AA',BB,CC’ sa pretinaji v jednom bode prave vtedy, ak plati
(ABC')(BCA)(CAB) = —1.
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Doékaz najdete v praci [TIS] na stranke Tu, str. 91; konstrukény ddkaz je dostupny v kurze Planimetria v kapitole

Vybrané vety o trojuholnikoch.
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Afinné zobrazenie

V dalSich kapitoldch sa budeme zaoberat len euklidovskym priestorom E, so zameranim V,,(R). Zameriame sa
prevazne len na dvojrozmerny a trojrozmerny euklidovsky priestor - rovinu E, a priestor E;. Pripominame, Ze v
euklidovskom priestore je definovany skaldrny sucin.

Tato kapitola sa venuje definicii, vlastnostiam a analytickému opisu afinnych zobrazeni medzi doma euklidovskymi
priestormi. Poddvame vyklad v stlade s modernym pristupom: kombindacia syntetickej a analytickej geometrie.
Zameriame sa aj na prepojenie s barycentrickym vyjadrenim a vlastnostami linedrneho zobrazenia. Priklady

zahfnaju vypocty s transformacnymi maticami a konkrétne aplikdcie.

Definicia (Afinné zobrazenie).
Nech E,, E, st euklidovské podpriestory priestoru E, . Zobrazenie
f:E —E,
sa nazyva afinné zobrazenie (AZ), ak obrazom lubovolnych troch kolinedrnych bodov su bud’ totoZzné body, alebo

kolinedrne body, pricom ich deliaci pomer sa zachovava.

Z definicie vyplyva, Ze afinné zobrazenie ma vlastnost linedrneho zobrazenia. Afinné zobrazenie je také, ktoré
zachovava afinné kombindcie bodov.
Vo vSeobecnosti plati nasledujica veta "Maticové vyjadrenie AZ". Pozrite si tieZz vetu "Obraz bodu v afinnom

zobrazeni" v kapitole Analytické vyjadrenie.

Veta (Maticové vyjadrenie AZ).

Afinné zobrazenie f : E, — E, medzi euklidovskymi podpriestormi priestoru E,, mozno vyjadrit ako
f(X)=AX+0,

ktoré bodu X priradi bod X’ = f(X), kde A je linedrna matica (zobrazenie medzi vektorovymi podpriestormi V,(R)

aV,(R); a bje pevny vektor (posunutie), ktory je uréeny obrazom pociatku repéru v zobrazeni f : E, — E;.

Dokaz .
Uvedieme len hlavné myslienky dokazu.
1. Zrejme afinné zobrazenie zachovava afinné kombinacie, teda musi platit
FOX+Q-NY =M (X)+(1-NY
pre fubovolné body X,Y euklidovského priestoru E,, .
2. Uvazujme o asociovanom zobrazeni f* medzi vektorovymi priestormi V,.(R),V,(R) (zamerania afinnych
podpriestorov E,, E,). Potom pre bod X = O + Z a zobrazenie f* bude platit (nacrtnite si obrazok)
(&) = (0 + %) - £(0).
3. Po dosadeni a vhodnych Upravach dostaneme
f(X) = f(0+2) = f*(2) + £(0),
¢o v suradniciach predstavuje

f(X)=AX+b.

Podrobnejsi dékaz tohto tvrdenia najdete napriklad v praci [ZLA].

Vo vseobecnosti mdZzeme konstatovat, Ze afinné zobrazenie zachovava nasledovné vlastnosti:
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1. Linearnost.
Afinné zobrazenie f zachovéva linearne kombinacia bodov. Ak plati
P=oP+... 4+ P,
tak musi platit aj
P’ = o, P/+... 4P|,
kde f(P) = P, f(P) = P,on+... 4oy, = 1.
2. Kolineérnost .
Afinné zobrazenie zachovava kolinearnost bodov. Teda ak tri body su kolinedrne pred zobrazenim, zostanu
kolinearne aj po zobrazeni.
3. Deliaci pomer.
Afinné zobrazenie zachovéva pomery medzi bodmi na priamke, ale nemusi zachovat vzdialenosti bodov alebo
velkosti uhlov. Teda plati:
u(ABC) = w(A'B'C").

Priklad (Transformacnd matica).
Afinné zobrazenie f : E, — E, je dané maticou <i1’) 1) a vektorom posunutia (_16)
Uréte sdradnice obrazu bodu X = [3, —1]. Ktory bod sa zobrazi do bodu [9, 8] ? Uréte obraz vektora v = (2, 3)a

tieZ obrazy vektorov ortonormalnej bazy. Vyuzite dynamicky (applet) model tohto afinného zobrazenia.

B =(53) ; E,=(3,3)

Afinné zobrazenie - transformacnd matica+vektor posunutia.

Pozorujte zmeny v Transformacnych rovniciach pri zmene polohy bodov O, E,, E;.

Riesenie.
Maticové vyjadrenie tohto afinného zobrazenia bude mat tvar
G)-G)-6)-(7)
= X + ,
y 1 1 y 1
o je ekvivalentné zapisu ("transformacnym rovniciam")

' =3z+y—6.
y=z+y+1
Teraz suradnice bodu [3, -1] dosadime do maticového vyjadrenia (AZ) alebo pouZijeme transformacné

rovnice a dostaneme, Ze bod X=[3, —1] sa zobrazi do bodu X' =[2, 3].

Hladajme, ktory bod sa zobrazi do bodu [9, 8]. Suradnice tohto obrazu dosadime do transformacnych
rovnic za premenné z’,y'. RieSenim je dvojica {z; = 4, z, = 3}.
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Obraz vektora v = (2, 3) uré&ime dvoma spdsobmi:

1. Pomocou obrazov jeho pociatku O = [0,0] a jeho koncového bodu V = |2, 3]. Pociatok sa zorazi do

bodu O’ = [-6,1] a koncovy bod do bodu V' = [3,6]. Potom vektor v =([3,6] —[-6,1) =9, 5]
2. Pomocou linedrnej matice ako sucin
()G
X
11 3

V obidvoch pripadoch zistime, Ze obrazom je vektor 7= (9,5). Najdenie suradnic vektorov bazy

prenechavame na Citatela.

Cvicenie.
UrCte obrazy suradného simplexu S = {O,FE;,E,} v afinnom zobrazeni z predchddzajuceho prikladu

"Transformacna matica". Pokuste sa to zovSeobecnit na simplex § = {O, E, ..., E,}.

Pomoc

1. Najskor urcte suradnice obrazu pociatku O = [0,0,...,0] dosadenim do vektorovej rovnice

f(X)=AX+b
a ukdite, ze O' = [by,by,...,b,] resp. O’ =b.
2. Potom urcte stradnice obrazu bodu E; = [1,0,...,0], priCom vyuZijete vlastnost, ze
———

OE;=E; -0 =AxFEf.

—> .
Potom ukazte, Ze stradnice vektora O’ E{st zhodné s prvkami prvého stlpca matice A

Poznamky.

1. Afinné zobrazenie méze, ale nemusi, zachovavat vzdialenosti bodov a velkosti uhlov. Ak ich zachovéva, tak sa
nazyva "izometria".
2.V pripade izometrie transformacna matica A je ortogonalna, pre ktoru plati:
ATA =1,
kde I je jednotkova matica. V praci [PTA, 2016] ndjdete dOkaz tvrdenia pre euklidovsky priestor Es.

3. Ak n = m, tak afinnému zobrazeniu f hovorime transformacia euklidovského priestoru E,, .
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Tri body - priklad

¥ Priklad - Tri body.
Afinné zobrazenie f zobrazuje body A[2,1], B[3,0],C[1,4] do bodov A'[1,6], B'[1,9],C'[3,1] v tomto poradi. Kam sa
zobrazi bod P[5, 7] resp. bod X[z, y]? Prevzaté z prace [CHP, 2010], Cvi€enie 28.

Riesenie.
RieSenie Ulohy je zaloZené na vyjadreni jedného bodu ako afinnej kombindacie ostatnych. Tato kombindcia je uréena
trojicou redlnych Cisel (tzv. barycentrickych suradnic), ktoré nasledne pouZijeme aj pre uréenie obrazu
zobrazovaného bodu. Tento postup vyuziva fakt, Ze afinné zobrazenie zachovava afinné kombindcie.
Bod P[5, 7] vyjadrime ako linedrnu kombindaciu bodov A[2,1], B[3,0], C[1,4]. V takom pripade musia existovat redlne
Cisla a, b, c

(1) P=a-A+b-B+c-C

a+b+c=1.

Zobrazenie f je linedrne, preto pre obraz P'[z’,y'] bodu P bude platit

(2) P =f(P)=a-A +b-B +c-C', priom tieZ musi platita +b+c =1

Sustavu rovnic (1) a (2) vyjadrime v maticovom tvare a vyrieSime.

I Pri rieSeni pouzijeme kalkulator "Matrix calculator”, ktory je dostupny Tu.

5 2 3 1 a
P=MxA": 71=11 0 4] x| b | maticavzorov X matica neznamych
1 1 1 c
z' 1 1 3 a
PP=MxA:|y |=]6 9 1]|x]| b | maticaobrazovx matica neznamych
1 1 1 c
Po vyjadreni
-2 -1 6 5 ~11
A=M'xpP: [ %2 1 FIx|7|=| %
1 1 =3 1 9
2 2 2 2
a po dosadeni do (2) dostaneme rieSenie
x/ 11 3 -2 -1 6 5
PP=MxM'xP:|y|=|6 9 1]|x]| % 1 %7 < | 7
1 1 1 1 1 1 =3 1
2 2 2

matica obrazov X inverzna matica vzorov X matica stradnic zobrazovaného bodu

Po roznasobeni

! 1 1 -2 5 10
P:lyl|l=[2 -1 3 |x|7]=]|6%s
1 0 0 1 1 1

Porovnanim lavej a pravej strany dostaneme rieSenie P’ = [10, 6].

Ak pre bod P zvolime vSeobecné suradnice P = [z, y], tak rieSenie mbéZzeme zapisat v tvare

z' 1 1 -2 z r+y—2
P:ly =12 -1 3 |x|y|l=|2c-y+3
1 0 0 1 1 1

Transformacné rovnice afinného zobrazenia.
Porovnanim riadkov matic dostaneme sustavu, ktori budeme nazyvat "transformacné rovnice zobrazenia". V

nasom priklade to budd rovnice
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=xz+y—2
y=2x—-y+3

Dosadte suradnice P[5, 7] do tejto sUstavy a zistite suiradnice hladaného bodu P’[10, 6].

Iny sposob rieSenia prikladu "Tri body".
Po dosadeni suradnic do vtahu (1) dostaneme [5,7] = a-[2,1]+b-[3,0] +c-[1,4], o po rozndsobeni predstavuje

sustavu troch rovnic o troch neznamych

2a4+3b+c=5
a+0b+4c=7
at+b+c=1

Riedenim tejto ststavy je trojica ¢isel {a = —11,b = £ ,c = 2},

V afinnom zobrazeni sa kolinedrnost zachovava, preto plati P’ =q-A'+b- B +c¢-C'. Po dosadeni rieSenia
{a=-11,6 = £,c = 2} astradnic bodov A'[1,6], B[1,9],C’'[3,1] do vztahu (2) dostaneme
=-11+21=10

z(P')=1-(-11)+1- 2 +3-
=6-(—11)+ = 6.

9
2

! 15 9
y(P') )+9-F+1-3
Pozrite si riesenie v GeoGebre 1u. Kompletné grafické rieSenie pre afinné zobrazenie uréené obrazmi troch bodov

otvorte si Tu.

Priklad - TaZisko trojuholnika.

—
Zobrazenie f roviny E, do tej istej roviny, ktoré bodu X ¢ PQ priradi bod f(X) = %A-&- %B-&- %X je afinné
zobrazenie. Zobrazenie, ktoré trojuholniku s jednym premennym vrcholom priradi jeho taZisko je afinné zobrazenie.

Pozrite si dokaz, Ze takéto zobrazenie je afinné Tu.
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R6zne dimenzie

V predchadzajucej kapitole sme riesili Glohy transforméacie euklidovskych priestorov E,,E,,, ked n = m. V tejto

kapitole sa budeme zaoberat pripadom n # m.

Priklad zobrazenie f : E, — E;.
Urte parameter p tak, aby zobrazenie ktoré zobrazuje body A[1,0],B[0,1],C[2,p] do bodov
A'[2,1,-1], B'[3,2,0], C’[1,0,2] v tomto poradi bolo afinné. Pre vhodné p

e uréte obraz P’ = f(P) lubovolného bodu Pz, ],

¢ pomocou stopy bodu na kruznici popiSte a zostrojte obraz kruznice urcenej bodmi A[1, 0], B[0,1],C[2, 3],

¢ takéto afinné zobrazenie geometricky interpretujte v GeoGebre.

Priklad je prevzaty zo zbierky [MOZ], 2.¢ast, Cvitenie 3.3.5.

Analyza ulohy

V tejto ulohe prechddzame z roviny do priestoru, tzn. pracujeme so zobrazenim z E*> — E®. Preto je potrebné
zobrazit dva body s dvoma stradnicami do bodov s troma suradnicami. Aj ked' sa dimenzie priestorov liSia, postup
rieSenia ostdva podobny ako v predchadzajicej kapitole: pracujeme s afinnou kombindciou a vyuZivame

transformacné matice ako predtym. DOlezité je, aby zobrazované body lezali v tej istej afinnej rovine ako obrazy.

Riesenie.
Body Pz, y]; P'[z',y/, '] vyjadrime ako linedrne kombinacie
P=a-A+b-B+c-C
P =g A+b-B+c-C,
kde a + b+ ¢ = 1.Zapis v maticovom tvare. V predchadzajucej kapitole sme ukazali, ze

PP=M xM1xP,

3 1
1 0 2 2 0
kde M je matica vzorov, M’ maticaobrazovM =0 1 p |, M’ Lo 2
1 1 1
1 1 1
Pomocou maticovej kalkulacky uréime inverzni maticu.
Rozndasobenim
z’ 3.1 p=l 2 2 -1 0 3 —z+3
f 2 0 p+l p+1 p+1 1 0 9 x PR
p|Y|= x| == L 2 |x = X =
o 1 0 2 p+1 p+1 p+1 Y —p+3 4 —4 —(pz)+3z+4y—4
1 1 -1 1 p+l p+l  ptl 1 Y
1 1 11 prl o prl o pil 0 0 1 1

a porovanim favej a pravej strany dostaneme transformacné rovnice

= -z + O0y+ 3
y = —z + 0y + 2
_ —pt3 4 —4

Zobrazenie bude afinnym prave vtedy, ak p # —1. Suradnice obrazu fubovolného bodu P[z,y| uréime dosadenim

suradnic z,y do transformacnych rovnic. Napriklad pre D[3,1] a p = 3 dostaneme D'[0,—1,0].

3

Kruznica uréend bodmi A[1,0], B0, 1], C[2, 3] md stred v bode S [%, } a polomer % a jej parametrické vyjadrenie

1
2

ma tvar (pozrite si pracu [VEL, 2012], ¢ast "KruZnica, Veta 8" Tu)
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[%, %] + [STﬁcost, 3—‘2/§sint .

Po dosadeni tychto parametrickych suradnic do transformacnych rovnic, zistime, Ze obrazom je elipsa leZiaca v
rovine z —y — 1 = 0. Jej parametrické vyjadrenie ma tvar

[%, %, %] + [—%cost-}— %sint, —%cost—i— %sint, %cost—ﬁ— %Sint] ,t,0,27.

Pozrite si applet Tu.

Priklad zobrazenie f : E, — E;.
Uréte transformaéné rovnice afinného zobrazenia, ktoré zobrazuje body [2,1],[3,2], [0, 1] do bodov [2], [0], [10] v
tomto poradi.

Urcte obraz lubovolného bodu Pz, ] a jeho stopu. Priklad je prevzaty zo zbierky [MOZ], 2.¢ast, CviCenie 3.3.2a.

Riesenie.
Transformaéné rovnice uréime pomocou maticovej kalkulac¢ky. Musime si uvedomit, Ze bod-vzor md 2 stradnice a
bod-obraz ma 1 sdradnicu. To znamena, Ze bod P ako vzor vyjadrime ako linearnu kombinaciu troch bodov 4, B C.
Teda musi byt

P=a-A+b-B+c-C

P =a-A+b-B+c-C,
kdea+b+c=1.

1 =3 3
. (7 2 0 10 22 2 N 4 2 8 N 4z +2+8
P = = xlo 1 -1]x = x|y |= :
1 1 1 1 1 0 0 1 1
-1 1 1 1 1
2 2 2
= —4x+2y+8.
~
B A Cc G
Priklad zobrazenie f : E3 — E,.
Urcte transformacné rovnice afinného zobrazenia, ktoré zobrazuje body

1,2,3],[1,1,1],[1,0,1],[0,1, 3] do bodov [5, 4], [27%]2 [111,10], [3,2] v tomto poradi.



1. Pokuste sa toto afinné zobrazenie geometricky interpretovat pomocou GeoGebry. Priklad je
prevzaty zo zbierky [MOZ], 2.¢ast, Cvitenie 3.3.7.

2. Urcte obraz nejakej kruZnice a jej stredu.

Riesenie.

Transformacné rovnice urc¢ime pomocou maticovej kalkulacky

1 o L 2
! 5 2 1 3 L1 ; z 11 1 -1 T rH+y+z—1
P':y’:4102><111_1><y:111—2><y:a:+y+z—2
1 11 1 1 o2 2 1 0 0 0 1 1 1
-1 0 0 1
¥ =z4+y+z-1
y=xz+y+z—2
A
D -

V dalSich kapitolach ukdZzeme, Ze afinné zobrazenie f : E, — E,, je jednoznacne uréené
e obrazmin + 1linedrne nezavislych bodov euklidovského priestoru E,alebo

e obrazmi repéru euklidovského priestoru E,, .
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Véeobecne dimenzie

Uvod ku kapitole

V tejto Casti rozsirujeme predchadzajuci postup na vSseobecny pripad zobrazenia n-rozmerného simplexu. Namiesto
konkrétnych suradnic bodov pouzZivame vseobecné symboly a predpokladame linedrnu nezavislost bodov. Tento
pristup umozni ¢itatefovi pochopit jednotnu struktiru riesenia vo vsetkych dimenziach — od roviny aZ po priestor n-

rozmerny. Vhodné je predstavit si tieto body ako vrcholy trojuholnika, $tvorstena ¢&i vy$sich analogickych Gtvarov.

Nech E,, E, su euklidovské podpriestory priestoru E,, a zobrazenie
f:E —E,

je afinné zobrazenie podpriestoru E, do podpriestoru E;.

Zvol'me si fubovolny bod Plz1, zs,...,,| € E,, ktory je linedrnou kombinaciou bodov
Ailarn, ..., alr], Aslas, ..., a0, ..., Arlar, ooy Ger)y Appa [@raa 1y ooy Qi) -

V takom pripade musia existovat redlne &isla a, ..., a,

(1) P=oqa; - Ai+...+ap1 - A

l=a;+ayt+...+a, .
Nech bod P'[z!,z},..., ] je obraz bodu P[z;,zs,...,2,.1] v zobrazeni f : E, — E,. Zobrazenie f je linedrne,
preto pre obraz P’ bude platit
(2) P'=f(P)=ay- A+ . +ap1 - Ay,
l=0)+as+...+a,11.
KedZe bod P'[z},x},...,z}] je bodom podpriestoru E,, musi mat s sdradnic, ale je linedrnou kombindaciou prave

r + 1. Potom sustavu rovnic (1) a (2) mbéZeme vyjadrit v maticovom tvare

aix - Gpy1 [o%1
a2z .- Qry12 23]
P=MxA= X
air cee Qryl1r ap
1 e 1 [e 7N}
/! !
A e G oy
! !
LT IR D) Qs
PP=MxA=| X
! !
Qs a’r+1,s @
1 ... 1 Qri1

Po vyjadreni A = M~! x P z prvej maticove] rovnice a po dosadeni do druhej dostaneme riedenie

P =M xM1xP.

Poznamka.

Vyslednd matica P’ ma zrejme rozmer s x (r + 1), teda bod P’'ma s suradnic!
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Jednoznacnost AZ

Afinné zobrazenie f determinuje dalSie zobrazenie f* medzi vektorovymi zlozkami prislusnych euklidovskych

vektorovych priestorov.

Definicia (Asociované zobrazenie).
Nech f: E, — E,, je afinné zobrazenie. Zobrazenie f* nazyvame asociovanym zobrazenim k afinnému zobrazeniu
f, ak splfia nasledujice podmienky:

1.V, =V,

2. VAo, A € By aag, -, € Rtaké, Je (T ar) = 1, plati

7 (Choaids) = Y af(4).

1.5 B,

1.7

A[J _/-‘I.[

Afinné Zobrazenie Asociované.

Predchadzajuca definicia vlastne hovori, Ze asociované zobrazenie ,zachovava” linearne kombinacie bodov.

Veta (Korektnost definicie asociovaného zobrazenia).
Zobrazenie f* je jednoznacné urcené a je dobre definované. Ekvivalentny matematicky zapis: nech
agdo+ -+ apdy = ByBo + - - + BB
pre nejaké ag + - - - + o = By + - - - + B;, = 0. Potom existuje prave jedno asociované zobrazenie f* : V,, — V,, také,

e

F(ado+- -+ arAr) = f*(BoBo +- - + Bi.Br) -

Dékaz - korektnost definicie asociovaného zobrazenia.
Existencia a jednoznaénost asociovaného zobrazenia je dana obrazmi vektorov Vn.
Co sa tyka dobrej definovanosti zapisu v definicii asociovaného zobrazenia, z predpokladu vety vyplyva, e
ag+-+a, =B+ -+ B, =0=DM-—0prenejaké M € E,. Teda
M=0 +ady+ - - +oA,=0+cpB+- - - +o4B,=M—O.
KedZe zobrazenie f je afinné, a teda zachovava linedrne kombinacie bodov, tak

F(M) = f(O) + apf(Ag) + -+ - + arf(Ar) = M’ + yBy + - - - + oy By,. Prezrite si applet z definicie
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Linedrne nezavisla mnozina bodov.

Nech Ay,...,A; € E,,k <n je mnoZina bodov euklidovského priestoru. Je celkom prirodzené zaviest pojem
linedrne nezavislych bodov, ako mnozinu linedrne nezavislych vektorov A; — Ag, ..., Ay — Ay.
Poznamka.

Z predchadzajlcej definicie je zrejmé, ze v euklidovskom 1 rozmernom priestore existuje najviac n + 1 linedrne

nezavislych bodov. Naviac tento pocet sa dé dosiahnut.

V kapitole "Linearna kombindcia bodov" sme dokazali vetu

Lubovolny bod X € A sa da jednoznacne vyjadrit v tvare
X=2,0+zE1+---+z,E,,

kdez, +z,+ -+, =1.

Na zaklade tohto tvrdenia a definicie nezévislych bodov, méZeme povedat, Ze fubovolny bod euklidovského
priestoru &, sa da jednoznaéne vyjadrit ako ich linedrna kombindcia.

Pozndmka o linearnych zobrazeniach.

Z linearnej algebry pozname tvrdenie, ze kazdé linedrne zobrazenie ¢ : V,, — V,, je jednoznacne dané obrazmi

prvkov nejakej bazy priestoru Vv,,.

Doésledok obraz repéra.
Nech (O, ey,...,e,) je repér priestoru |, a lubovolny bod B € E,. Dalej nech {b1,...,b,} su vektory vektorového
priestoru V,,,. Potom existuje jediné afinné zobrazenie f : E, — E,, také, ze

f(O)=Baf*(e)=b prei=1,---,n.

Dokaz najdete v ucebniciach z linedrnej algebry.

Veta (Jednoznaénost afinného zobrazenia).
Nech f : E, — E,, je afinné zobrazenie. Potom f je jednoznacne uréené obrazmi n 4 1 linedrne nezavislych bodov z

E,.

Dokaz.
Nech f(Ag) = By, ..., f(A,) = B,. V stlade s definiciou nezavislych bodov, vektory

e =A; — Agy,...,e, = A, — Ay
sU linedrne nezdvislé. KedZe afinné zobrazenie je zaroveri aj linedrne, tak pre obrazy vektorov e; v asociovanom
afinnom zobrazeni f* plati

f(e) = f(Ai— Ao) = f(A:) — f(A)) = Bi— By prei=1,---,n.
Podla désledku "obraz repéra" je takto jednoznacne definované afinné zobrazenie. Treba len overit, &i takto
definované zobrazenia spifia podmienku, 7e f(e;) =b;.

(Urobte to ako cvicenie!)
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Priklad.
Dané su body afinného priestoru A, : A[2,4,5,6]; B[-7,4,5,6];C[6,11,3, 7]; D[3, -10,9,4]; F]-3,11,3,7] . Zistite, €i
sustava bodov S ={A4,B,C,D,E} je afinne (ne)zavisld a vypocitajte dimenziu afinného podpriestoru

generovaného sustavou S (dimenziu obalu S).

Riesenie.
Mnozina bodov S je afinne nezdvisld, ak sustava vektorov
—_— — — —

W= {AB, AC, AD, AE}
je linearne nezavisla. Pre suradnice tychto vektorov dostaneme

— — — —

AB=B—A=(-9,0,0,0); AC = (4,7,—2,1); AD = (1,—14,4,—2); AE = (—5,7,-2,1).
Sustava vektorov W je linearne nezavisld, ak rovnost

e e e
bAB+ cAC +dAD +eAE =0

je splnena prave len pre b = ¢ = d = e = 0. V nasom pripade to nie je splnené, lebo hodnost matice

-9 0 0 0 -9 0 0 0 -9 0 0 O
Mo 4 7 -2 1 N 0 7 -2 1 N 0o 7 =2 1
1 -14 4 -2 0 -14 4 -2 0 0 0 O
-5 7 -2 1 0 7 -2 1 0 0 0 O

je dva. Teda hodnost je mensia ako pocet vektorov, preto sustava W je linearne zavisla a teda body A, B,C, D, E su
. . I . . ’ v H —) , . ’a 7. 7 H —) .
afinne zavislé. Z poslednej matice vyplyva, Ze dva vektory AB, AC su linedrne nezdvislé a vektory AD, AE su ich
linedrne kombinacie. Preto dimenzia podpriestoru (S) je rovnd dvom. Parametrické vyjadrenie tohto podpriestoru
mézeme vyjadrit ako
— —
S=A+(AB,AC).

To znamena, Ze body A, B,C, D, E lezia v rovine (ABC) = S.

Poznamky.
1. Nech E, je n-rozmerny euklidovsky priestor so zameranim V,,(R) a nech f: E, — E, je afinnd transformacia.
Potom mozeme definovat asociované zobrazenie f* afinného zobrazenia f aj nasledovne:
£ Va(®) = Va(R), (X - Y) = (X - Y) = f(X) — £(Y)
2. Asociované zobrazenie j£*vlastne "restrikcia" zobrazenia fna vektorovy priestor. Zobrazuje vektory zo

zamerania V,,(R) na vektory toho istého zamerania.
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Analytické vyjadrenie

Pre akékolvek geometrické zobrazenie je doleZité popisat obraz lubovolného bodu. Pri afinnom zobrazeni najskor
urobime analyzu analytického vyjadrenie afinného zobrazenia v euklidovskom priestore pomocou suradnicového

repéra. Potom vyklad zameriame na suvislosti medzi geometrickym a algebraickym poratim afinného zobrazenia.

Nech v E, je afinné zobrazenie f, v ktorom sa repér (O;€,,és,...,¢,) zobrazi na repér <O; fl,fz,...,fm>,
pri¢om pre suradnice obrazov plati
FO) = [ri,ra5 ..y
& = f7(é) = (ai,ab,...,ah),
kde f* je asociované zobrazenie.
Veta (Obraz bodu v afinnom zobrazeni).
Nech X = [z, 2,,...,2,] je bod euklidovského priestoru, potom pre jeho obraz X' = [z}, },..., )] v afinnom

zobrazeni f bude platit

(ll al T 71

ad ... a? T r
(REP) X'=f(X)=| 2 <+

at, ... ab Tn Tm

Dokaz.

V afinnom priestore plati, Ze afinné zobrazenie je Uplne uréené obrazom réperu. Réper v afinnom priestore
pozostava zo zakladného bodu O (zaciatok réperu) a mnoziny linedrne nezavislych vektorov 1;_1>, v_>2, .. .,v_n>. Teda
bod X sa da jednoznacne vyjadrit ako linedrna kombindcia

- — — — —
X-0=x1€61+...+xpe, resp.ako X =0+ x1e1+...+x e,

kedZe afinné zobrazenie je linedrne, tak pre obrazy v zobrazeni f bude platit
X' =0+ f*(é1)+... +an f*(€n).
Po dosadeni hodnét £*(¢;) = (a, ai, ... ,al,) dostaneme vztah
X'=0 +zi(al,ad, ... ak)+. .. +z,(al,ab,. .. ah),
odkial po duprave ostaneme
zy=r +ajz +---+alz,

w’2=r2+a%m1+~“+agxn

Ty =T+ ab 1 + -+ AT,

¢o predstavuje rovnost (REP).

Poznamky.
1. Predch&dzajlce tvrdenie hovori, 7e na uréenie afinného zobrazenia staéi poznat obrazy repéra.
2. Jednoznacnost analytického vyjadrenia (AV) vyplyva z jednoznacnosti vyjadrenia daného bodu
X = [#1,22,...,2,] Vrepéri (0;€,,€,,...,&,) azlinedrnosti afinného zobrazenia.

3. Pre obraz bodu X = [zy, zs,...,z,] plati f(X) :fég)ﬁﬁlf*(e_l)) +-- +:L'nf*(e_n>).



4. Zapis (AV) nazyvame analytické vyjadrenie afinného zobrazenia f vzhladom k afinnej stradnicovej sustave

R = {07 é‘17827"-7€n}'

N
Namiesto oznacenia f(¢;) budeme tieZ pouZivat oznacenie /. V daldich kapitoldch sa zameriame na afinné
zobrazenia v euklidovskej rovine, pricom upriamime pozornost na analytické vyjadrenia zhodnych (zhodnostnych)

zobrazeni v rovine.

Ulohy.
1. Urcte analytické vyjadrenie identického zobrazenia euklidovskej roviny - identity.
2. Zistite, ¢i rovnolahlost v rovine h: X' = S+ k(X — S) pre pevne zvoleny stred rovnolahlosti S a

koeficient rovnolahlosti k € R — 0 je afinné zobrazenie.

RieSenie ulohy ¢. 1.
Pre identitu plati, Ze kaZdy bod roviny sa zobrazi sdm na seba, t. j f(X) = X. Ozna¢me suradnice vzoru X ako
usporiadanu dvojicu (z,y) a suradnice jeho obrazu f(X) v zobrazeni f ako (z’,y’). KedZe ide o identické zobrazenie,
tak musi platit

(,y') = (2,9).
Rovnost usporiadanych dvojic nastane préve vtedy, ked' sa rovnaju odpovedajuce zlozky. Teda, ked sucasne platia
rovnostiz’ = z,vy' = y.
Tato jednoducha sustava dvoch rovnic je analytickym vyjadrenim identity. Ak zapiSeme ziskanu sustavu dvoch
rovnic v maticovom tvare, tak ziskame rovnicu v tvare

(5)=G 1))+

= X +
y 0 1 y 0

alebo v riadkovom zapise (maticou nasobime spraval)

(¢ ¢)=(z y)~<(1) ?)

Urcte analytické vyjadrenie identického zobrazenia euklidovského priestoru E,;n > 2.

RieSenie ulohy . 2 je v dalSej kapitole.
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RozsSirené matice

Koncept rozsirenej matice mézeme vyuzit ako nastroj na jednotné/univerzélnejsie vyjadrenie afinného zobrazenia.
Ide o elegantné algebraické riesenie, ktoré zjednocuje linearnu ¢ast a posunutie v jednej matici rozsirenej o riadok a
stipec (tzv. homogénna matica). Zavedenie homogénnych stradnic umoZfiuje prechod z afinného do projektivneho

ramca.

Roz3irené afinné suradnice.
Pri rieSeni prikladu "Tri body" sme pouZili matice, ktorych posledné riadky koreSpondovali s podmienkou lineadrnej
kombindcie bodov
a;+as+...=1.
V tomto priklade sme vlastne pouzili rozsirené matice, pomocou ktorych sme zjednodusili zapis analytického

vyjadrenia afinného zobrazenia:
1

= a; aj a; T T
) ) ad & - af T T
X =AxX+B <« = X +
), al, a2, -+ a¥ Ty Tn
ktory sme upravili pomocou "rozsirenych matic" na tvar
! 1 2
£ a; ap - o4l T
1 2
xh ay a; -+ ay Ty T
f— X ,
), ak, a2, - ay T, Ty
1 0 0 oo 0 1 1
pricom z;, a{,ri ma ten isty vyznam ako pri afinnych sdradniciach.
Rozdirené afinné suradnice sprehladnia zapis zobrazeni. Suradnice bodu X = [z;,...,z,] nahradime sdradnicami
[x1,-..,%,,1] a sdradnice vektora €; = (a, dl, ... ,al,) nahradime stradnicami (a, al, ..., a,,0). Pre takto zavedené

rozsirenie plati obvykla aritmetika s bodmi a vektormi z euklidovskych priestorov, ako aj poditanie s linearnymi
kombinaciami. Umozniuju vytvérat zloZzené zhodné zobrazenia. Pozrite si prezentéciu Tu.
Vyhody pouZitia rozsirenych matic
1. Skladanie transformadcii: RozSirené matice umoZfiuju skladat viacero transformacii (napr. rotaciu, skalovanie a
translaciu) do jednej matice nasobenim.
2. Jednoduchsie vypocty: Takato reprezentdcia zjednodusuje vypocet pomocou Standardnych operdcii s
maticami.
3. Flexibilita: Rozsirené matice mdZu reprezentovat Siroku skalu transformacii, vratane identit, rotacii, skdlovani,

posunov a zloZenych transformacii.

Cvicenie.
Vyjadrite afinné zobrazenie (posunutie) 7, o vektor @ = (uj,us), ktoré zobrazuje bod X[zi,z2] na bod

X'y +ug, 0 + uz] pomocou rozsirenej matice.
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RO

-

v_/ H
70 X' =y g v = 20+ )

27 Ulud, u)

00,0]

RieSenie.
Zo zadania ulohy vyplyva, Ze dané afinné zobrazenie je uréené transformacnymi rovnicami
(Tran) ) = x +ug; Ty = Ty + U,
ktoré mozeme zapisat pomocou matic takto:
] 1 Uy 1 0 bl Uuq
x5 T3 Us 01 T3 Ug
Pravu stranu rovnosti () (sCitovanie matic) nahradme rozsirenou maticou typu 3 x 3. Potom posunutie 7,, o vektor

1 = (u1,uz) budeme méct vyjadrit ako st&in matic. Hladajme roziirend maticu typu 3 x 3 tak, aby platilo:

T1 T1 + U
o | xo = | 2 +us
1 1

Uy
Lahko zistime, Ze matica | 0 1 wuy | vyhovuje nasim poZiadavkam. Rovnost (7) moZeme teraz zapisat v tvare

1
) 1 Uz x1
(Tu) m’z =10 1 u Jo| x
1 0 1 1
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Rovnolahlost

V tejto kapitole sa budeme zaoberat transformdaciami euklidovskej roviny - posunutim a rovnolahlostou. Tieto
zobrazenia v syntetickom ponati geometrie definujeme jednoducho pomocou

¢ pevne zvoleného vektora -posunutie,

¢ pevne zvoleného bodu a skaldra - homotétia alebo tieZ rovnolahlost.

UkaZeme, Ze tieto zobrazenia su afinné a uréime ich transformacné matice.

Rovnolahlost 7 : E, — E, pre pevne zvoleny stred rovnolahlosti S a koeficient rovnolahlosti k € {R — 0} je afinné

zobrazenie.

Dokaz.

Rovnolahlost # = (S, k) v euklidovskej rovine bodu X priraduje bod X' taky, Ze pre deliaci pomer bodov $, X, X’
plati (X'XS) = k. Z definicie deliaceho pomeru dostaneme vztah

(h) H:X =S+k(X-29),

kde S[s1, s3] € E, je zvoleny stred rovnolahlosti a k je redlny koeficient.

V prvom kroku musime ukazat (dokazat), Ze obrazom troch kolinedrnych bodov v rovnolahlosti su opit tri

kolinedrne body. Najskér dokazeme toto tvrdenie analyticky.

Nech Alay, as], Blb1, b2], Cler, c2] su fubovolné tri navzajom rozne kolinedrne body. Dvomi bodmi A, B je urcend
prave jedina priamka p = <A—B> Podla predpokladu bod C' je bodom priamky p. V takom pripade existuje parameter ¢
taky, Ze platia rovnosti

a =a;+tb —ar),

¢y = ag +t(by — ay).
Oznaéme A'[a}, ], B'[b;, 4], C’[¢}, c,] obrazy bodov A, B,C v rovnolahlosti H# = (S, k). Potom stradnice tychto
bodov musia splfiat vztah (h), ¢o vedie k rovnostiam

a; = s; + k(a; — s;)

b = s + k(b — i)

S

=s;+k(c; — s;)

pre i = 1,2. Upravujme posledny vyraz

S

=S; + k(CZ — Si) = 8; — ksi + k(al - t(bl — al)) =
8;—ks;+ka; —kt(b; —a;)=|s5;+k(a;—s)] —kt(b;—s—a;+s) =

=a'; — kt[(b; — 8;) — (a; — 8;)] =
a's — t[(si + k(b — 5:)) — (s: + k(a; — 5:))] =
=a’;+ t[b’l- — a'i].

Dostali sme vyraz, ktory nam hovori, Ze obraz C’ bodu C v zobrazeni H = (S, k) leZi na priamke uréenej bodmi

A’ B'. Odkial vyplyva, ?e zobrazenie H = (S, k) zachovéva kolinedrnost a preto je afinnym zobrazenim.
Synteticky (konstrukény) dékaz tvrdenia, Ze rovnolahlost zachovéva kolinedrnost je pomerne jednoduchy. Staci

vyuzit vlastnost, Ze v rovnolahlosti sa rovnobeznost zachovava. Pozrite si nasledujuci obrazok. Vlastnost zachovania

kolinedrnosti vyplyva z podobnosti trojuholnikov ASAC, ASA'C' a ASBC,ASB'C'.

80z 111



Vztah (h) je vlastne parametrické vyjadrenie a predstavuje transformdciu roviny E,, ktorda bodu
X[z,y] € Ey v rovnolahlosti % = (S, k) priradi bod X'[z',4'] € E,. Tento vztah mdZeme po jednoduche;j
Uprave upravit na sistavu dvoch rovnic o dvoch neznamych z’,y’

z'=k-z+0-y+0

y=0-z+k-y+o,
kdeo’; = s;+ k- (0—s;) = 51(1 —k);0'y = so(1 — k).
Usporiadand dvojica [s;(1 — k), so(1 — k)] predstavuje suradnice obrazu pociatku O[0,0] v rovnolahlosti
H = (8, k). K dbkazu stadi dosadit suradnice zaciatku OJ0, 0] do vztahu (h).
Preskimajme, aké budu obrazy stradnicovych ortonormalnych vektorov
€, =E; —0=11,0];é, = E; — O = [0,1] v rovnolahlosti H = (S, k). Dosadenim suradnic bodov E;, E,
do vztahu (h) dostaneme pre obrazy E;; E}

Ey = [k+s1(1—k),5(1 — k)|, By = [s1(1 — k), k + 55(1 — k)],
po dosadeni suradnic O'[s;(1 — k), s2(1 — k)] do rozdielov E{ — O'; E} — O’ dostaneme suradnice obrazov

-

€1;€2

& = ([k+s1(1 = F)] = [s1(1 = k)], [s2(1 — k)] — [s2(1 —

k)] = (k70)§
&y = ([s1(1 = k)] = [s1(1 = )], [k + s2(1 — k)] — [so(1 — k)]) = (

) =
)]) = (0,k)

Sdradnice obrazov suradnicovych ortonormalnych vektorov su zavisé len od koeficienta k.

V sulade s definiciou analytického vyjadrenia afinného zobrazenia mdzeme vyjadrit rovnolahlost #H v

rovine pomocou rozsireného maticového tvaru takto:

x' E 0 o z
y | =10 k o | x|y
1 0 0 1 1

Poznamky.

1. Maticu (Ig 2) nazyvame matica afinného zobrazenia (rovnolahlosti), pricom prvky prvého (resp. druhého)

stipca tejto matice predstavuju stradnice vektora &) = O’4EZ (resp. vektora &, = TEQ), ktory je obrazom
vektora €; (resp. vektora €,) v danej rovnolahlosti. V rovnolahlosti rovnobeZnost sa zachovéva, preto vektory
€, a &, su linedrne zavislé, pricom &; = k- &;.

2.V transformaénych rovniciach koeficienty pri neznamej z (resp. y ) predstavuju sdradnice vektora &) (resp.

vektora &5).

Cvicenie.
V rovnolahlosti, ktora zobrazuje A[-2,0] — A'[-2,1],B[1,-1] — B'[4,-1],C[-1,1] — C'[0,3] ndjdite obrazy
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e
zaciatku O]0, 0] a jednotkovych vektorov €; = OE;,€; = OF,, kde E; = [1,0], E; = [0,1].

RieSenie. VyuZite riesenie prikladu "Tri body" v kapitole "Afinné zobrazenie". Pozrite si grafické riesenie Tu.
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Obraz troch bodov

V tejto podkapitole rozvijame prakticky aspekt afinného zobrazenia, konkrétne jeho uréenie pomocou obrazov

troch linedrne nezavislych bodov. Ide o aplikaciu vety o jednoznacnosti afinného zobrazenia.

Nech je dana (n+1) - tica bodov A, A,,...,A, v euklidovskom priestore E, takd, Ze (n) - tica vektorov
a =A;—A,...,a, = A, — Azozamerania V,(R) je nezavisla. V tomto pripade sustava R = {4;ay, ds,. .., a,} tvori

repér tohto priestoru. Takejto (n + 1) - tici bodov budeme hovorit, Ze je linearne nezavisla.

Vo vete "Jednoznalnost afinného zobrazenia" sme dokézali, Ze afinné zobrazenie f:[E, — E,, je jednoznaéne
uréené obrazmi n+ 1 linedrne nezdvislych bodov euklidovského priestoru E,.Dékaz tohto tvrdenia ndjdete aj v
praci [Chalmoviansky, 2022].

V dalSej Casti sa zameriame na urcenie transformacnych rovnic afinného zobrazenia v euklidovskej rovine E,, v
ktorom su dané dve trojice odpovedajucich nekolinedarnych bodov. Za¢neme trojicami, ktoré vyhovuju

rovnolahlosti, co ndam ulahc¢i kontrolu spravnosti uréenia transformacénych rovnic.

Cvicenie.
Urcte transformacné rovnice afinného zobrazenia f : E; — Es, v ktorom

! . 3 3 11 1
A(71772) — A (47 2)7 B(Evff) — B 1775% 0(737 0) - 01(274)'

RieSenie.
Riesenie pomocou rozsirenych matic sme popisali v predchadzajucich kapitolach. Teraz pre Uplnost ukazeme aj
rieSenie, v ktorom sa budeme opierat o sUstavu 6 rovnic o 6 neznamych. Takéto rieSenie je vSak technicky

narocnejsie a dost nepraktické.

Pre bod X v rovine E, plati, Ze je linedrnou kombinaciou bodov A(—1,-2); B(%,-2); C(-3,0), preto plati

X =a(-1,-2)+b(2,-2) + ¢(-3,0), pricom a + b+c = 1.
V kapitole "Afinné zobrazenie" sme ukazali, Ze transformacné rovnice afinného zobrazenia v euklidovskom priestore
E, maju tvar

=a-xz+cy+p

y=bz+d-y+g
kde a,b,c,d,p,q suU suUradnice obrazov vektorov bazy a,b,c,d a suradnice obrazu zaciatku repéra p,q. Dosadme
stradnice bodov 4, A’ do tychto transformacnych rovnic. Po Uprave dostaneme dve rovnice o 6 nezndmych
a,b,c,d,p,q. Konkrétne to budu rovnice

4=—-1la—2c+p

2=-1b—2d+q.
Postupne ak dosadime suradnice dalsich bodov B, B, C, C’' dostaneme dalSie 4 rovnice.

1

jan

_3,_3
= 50 26+p

[CI S

_ 3 3

2=-3a+0c+p
4=-3b+0d+q.
Spolu je to sustava 6 linearnych rovnic, ktord vzhladom na zadanie (nekolinedrne body) bude mat prave jedno

rieSenie. VypiSte vSetkych 6 rovnic a potom vyrieste tuto sustavu.

Vzhladom na to, Ze pozname obrazy troch linearne nezavislych bodov, mézeme lubovolny bod roviny vyjadrit ako

afinnd kombinaciu tychto bodov. Nasledne aplikujeme rovnaku kombinaciu na ich obrazy, ¢im ziskame obraz
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daného bodu v afinnom zobrazeni. Tento pristup je didakticky vyhodny, pretoZe umoziiuje jasne sledovat zavislost
vypoctu od barycentrickych suradnic a zaroven vedie k elegantnému vyjadreniu vysledku prostrednictvom
maticového poctu — ten je navySe podporeny aj v prostredi GeoGebry.

RieSenie danej sustavy 6 rovnic so 6 nezndmymi s pravou stranou pomocou GeoGebry:

-1 0 -2 0 1 0 a 4
0o -1 0 2 0 1 b 2
(L5 0 (15 0 1 0| Jef_ |27
0 (1,5 0 (-15 0 1 d 0,5
-3 0 0 0 1 0 D 2
0 -3 0 0 0 1 q 4
a 0,25
b 1
vysledok. | ¢ | = | 2%
d 0
p 1,25
q 1

Transformacné rovnice skimaného afinného zobrazenia su prezentované na dalSom obrazku v lavej ¢asti obrazka.

Matiea vaorov

+ ‘ ; -1 15 -3

1N N -2 -15 0
R'=(053) | S 111
Pl i ' EA

Matica obrazov

WA =4,2) 1 275 2
7 2 05 1
= J‘Jf H N ]_ l l

Muozina samodruznyvel bodoy

SAM: {y = —lr+1}

Odkaz na applet Osovd dfinita: https://www.geogebra.org/m/tkb6f32y.

1 _5
4 4 ), ¢o predstavuje osovu afinitu.
0

Matica zobrazenia f v tomto priklade ma tvar A = (
—1

Cvicenie - ndjdite chybu.
Pozrite si geometricky spOsob rieSenia podobnej ulohy, v ktorom sa vyuZiva program GeoGebra. Otvorte si
interaktivnu konstrukciu Tu.

V tejto konstrukcii je nespravne zadana hodnota v matici vzorov. Ndjdite tuto zle zadand hodnotu a opravte ju.
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Obraz repéra

Afinné zobrazenie je jednoznacne uréené obrazom suradného repéra. Tato kapitola predstavuje jeden z klti¢ovych
bodov v analytickom pristupe ku geometrii — ukazuje, ako sa z geometrickej informacie o tom, kam sa zobrazia
zédkladné prvky suradnicového systému, da urdit celé zobrazenie. V praxi sa s takymto pristupom stretavame v
grafickych softvéroch, animacidch ¢i pri automatizovanej transformdcii objektov. DoéleZité je pochopit, Ze
zafixovanim toho, ¢o sa stane s , kostrou” priestoru (pociatkom O a stiradnymi vektormi), sa uréuje spdsob, akym sa

bude transformovat cely priestor.

Z analytického vyjadrenia (REP) afinného zobrazenia f:E, — E, vyplyva, Ze takéto afinné zobrazenie je
jednoznacne uréené, ak pozndme obraz R/ = <O’;el’,ez’,- . -,e,,’> suradného repéru R = (O; e, €3, - -, €,) V tomto
zobrazeni. Analytické vyjadrenie daného zobrazenia je urené vztahom (AV) v kapitole "Analytické vyjadrenie".

V tejto kapitole sa budeme zaoberat transformaciami euklidovskej roviny E, = (R,, V,(R)), ktord ma repér
R =(0][0,0];e; = (1,0),ea = (0,1)). Nech tento suradny repér v afinnom zobrazeni f sa zobrazi na repér
R = <O’;el’,e2’>. Vektory e;, ey su linedrne nezavislé, preto aj ich obrazy e;’, ey’ z predpokladu vyplyva, Ze su

linedrne nezavislé. Dokazte to!

Maticovy zapis pre rovinné afinné zobrazenie f:E, — E, urené obrazom repéra R = (O;e;,e;) bude mat

nasledovny tvar

w/

z' a c z p a e P v
(’>:<b d)x<>+<>alebo yl=1b d q|x|y]l,
v v e 1 0 0 1 1

kde (a,b) = f*(€1), (c;d) = f*(€2) su obrazy sdradnicovych vektorov v asociovanom zobrazeni f* a [p,q] = f(O) je

obraz zaciatku suradnej sustavy v afinnom zobrazeni f.

a
b

Pri uréovani afinného zobrazenia, ktoré je uréené obrazom <O’, e, ?:'2>, mézeme transformaéné rovnice uréit priamo

. c . e . . .
Matica My = ( d) sa nazyva transformacna matica afinného zobrazenia f.

pomocou sdradnic obrazu potiatku O' a sdradnic vektorov €}, 5. Suradnice obrazu fubovolhého bodu P roviny

potom méZeme ziskat tak, Ze do transformacnych rovnic dosadime suradnice bodu Pz, y,].

Priklad - obraz bodu P a kruznice euklidovskej roviny.
1. Uréte transformacéné rovnice afinného zobrazenia, ktoré postupne zobrazuje body suradného repéra
0 =10,0], E; = [1,0], E; = [0,1] do bodov O' = 0[0,0], E} = E1[1,0], E; = [1, g] v tomto poradi.
2. Ur¢te obraz [ubovolného bodu Pz, y,].
3. Urcte obraz kruznice k(S = [0,0],7 = 3) pomocou nastroja "Mnozina bodov".
4. Pokuste sa toto afinné zobrazenie geometricky interpretovat. Priklad je prevzaty z prace [CHP, 2010], Cvi¢enie

29.

Riesenie.
1. Najskér musime uréit obraz suradného repéra (O,é€1,€,). KedZe zaciatok suradnej sustavy bod

V)

O = 0'[0,0] je samodruzny, tak pre obrazy vektorov &,é, bude platit €, = (1,0),é5 = (%, 5 )-

%
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Transformacné rovnice uré¢ime dosadenim suradnic obrazov vektorov €1, €,
1 V3
a=1,b=0,c= E’d:T
a stradnic bodu O'[p = 0,¢ = 0] do sustavy dvoch linedrnych rovnic o dvoch nezndmych

=a-z+c-y+p
y=bz+dy+gq
Dostaneme transformacné rovnice
' = 1-:c+%-y+0
y =0-z+ ?-y—i—O.
2. Suradnice obrazu [ubovolného bodu P urlime dosadenim jeho sdradnic x,,y, do transformacnych
rovnic. Pre suradnice x}, y, dostaneme
$£,=$p+%'yp+0

3
y;=§~yp+0.

Vysledok napriklad pre bod P[-2,3] je P’ {f%, iz(s)} .

3. Samostatna praca: V GeoGebra applete (upravte applet "Kompletné grafické riesenie ..." z prikladu
Tri body) si zvolte [ubovolnu kruZnicu k(S, r) a na nej si zvolte [ubovolny "Bod na objekte" L Potom vo
vlastnostiach bodu P v definicii zadajte P=L. Nakoniec aktivujte nastroj "MnoZina bodov" a kliknite

postupne na bod P' a potom na bod L

'y’:=0$+£y+0 / £
A

2R
)
/

4. Na zdklade obrazu kruznice ide o osovu afinitu, ktorej os je x-ova suradna os. Ukazte, ze kazdy bod
x-ovej suradnej osi je samodruzny.

5. Kompletna konstrukcia - "Dynamicky repér" Tu.

Uvadzame aj uréenie rovnic pomocou maticovej kalkulacky

z 1 1 0 1 0 0 z T+ 3y
P=|y|l=1|o g 0| x 0 1 0|x]|y|= g:‘/
1 111 -1 -1 1 1 1
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Samodruznost

Definicia (Samodruzny bod).
Bod M v afinnom zobrazeni f:E, — E, je samodruZny prave vtedy, ak sa v zobrazeni f zobrazi sam na seba

F(X) = X.

Samodruzné body afinnej transformdcie pre n = 2 jednoducho ndjdeme ako riesenie sustavy dvoch rovnic

T=a-x+c-y+p
y=b-z+d-y+q.
Vyriesit tieto rovnice je jednoduché, ak pozname koeficienty a,b,c,d,p,q.

Poznamky.
Z pohladu syntetickej geometrie tito sustava dvoch rovnic predstavuje dve priamky v rovine. Vyriesit sUstavu
znamena teda najst spolo¢né body dvoch priamok a to méze byt

= prazdna mnozina — vtedy afinné zobrazenie nemd samodruzny bod

= existuje priesecnik priamok — afinné zobrazenie ma jeden samodruzny bod

= priamky su totozné - afinné zobrazenie ma priamku samodruznych bodov.

Cvicenie.
Najdite samodruzné body afinného zobrazenia, v ktorom sa stradny repér zobrazi na repér

R = (0'[2,2];€1(0, —1),€5(—1,0)).

Transformaéné rovnice budu mat tvar

z= 0-z—1-y+2
Nasledujuci obrazok predstavuje graficku interpretdciu tohto afinného zobrazenie v rovine. Bod M(z(M),y(M)) je

pohyblivy,  ktorého obraz je bod M'. Bod M’ md v afinnom zobrazeni sdradnice
M’ ((az(M) + cy(M) + p,bx(M) + dy(M) + g), kde a,b,c,d,p,q su siradnice obrazu repéra. Applet k tomuto

cviéeniu si mbzete otvorit Tu.

] g
E, 2 O
&y
E,
Ch E, AEE
Transformatné rovnice R
cxl =0 -1y +2 e : z
[ N
yi=—lz+0py+2 . L
— Q 6‘1 E1 o
R4
_/
.,l
rd
.,-
M= (1,01

Samodruzné body afinnej transformacie jednoducho najdeme ako riesenie rovnice

G- 0)-()-6)

= X

Y -1 0 Y 2

Po rozpisani dostaneme sustavu dvoch rovnic, ktord bude mat tvar
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c=0-z—y+2
y=-z+0-y+2

Lahko nahliadneme, Ze rovnice su linedrne zavislé (dokonca rovné). Preto mnoZina bodov, ktoré su riesenim danej

sustavy je priamka y = —z + 2. Presnejsie: kazdy bod priamky

y=-x+2

je samodruzny. Zobrazenie, ktoré ma priamku bodovo samodruznu, je bud osovéd simernost alebo osova afinita. V

nasom pripade je to osova simernost s osou simernostiy = —z + 2.

Ulohy.
Urcite samodruzné body afinného zobrazenia uréeného transformacnymi rovnicami:

a. o =2xz—y+1
Yy =z+2y+3
b. z2'=z—-y+2+1
y=—z+y+z+2
Z=-z—-y+32+3
c.  Ulohy zo zbierky [MOZ], Ulohy 3.5.1 a7 3.5.7.

RieSenie
a. Po Uprave dostaneme

z—y+1=0
z+y+3=0
Applet Tu.

b. Po Uprave dostaneme

—y+2+1=0
—z+2+2=0
—z—y+224+3=0
c. Pouzite nastroje CAS "RieSenie sustavy rovnic".

"RieSenie sustavy rovnic" Tu.

Tvrdenie - urenie afinného zobrazenia.
Afinné zobrazenie f v n - rozmernom euklidovskom priestore E,, je jednoznacne uréené obrazmi
n + 1linearne nezavislych bodov

daného euklidovského priestoru E,, .

Dokaz.

Je zaloZeny na  vlastnosti, Ze mn+1 linedrne nezdvislych bodov Ay, A4,..., A,

R=(0;e;=4;— Ap);i=1,...,n
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Zhodnostné zobrazenia

Zhodnostné zobrazenia patria medzi najdélezitejSie geometrické transformacie, pretoZe zachovavaju vzdialenosti a uhly. Su
zdkladom konstrukénej geometrie, ale aj praktickych aplikacii, ako je technické kreslenie, CAD systémy ¢i pocitacova grafika. V tejto
kapitole sa pozrieme na to, ako mozno zhodnostné zobrazenia vyjadrit analyticky v ramci afinného pristupu. Ukazeme si, zZe kazdé

zhodnostné zobrazenie je $pecialnym pripadom afinného zobrazenia s dodato¢nou vlastnostou zachovania metriky.

Analytické vyjadrenia zhodnostnych zobrazeni.

So syntetickym pristupom k zhodnostnym zobrazeniam ste sa zoznamili v kurze Planimetria. Euklidovské konstrukcie, v ktorych sa

vyuzivaju vlastnosti zhodnostnych zobrazeni, si mdzete zopakovat Tu.

Definicia (Zhodnostné zobrazenie).

Zobrazenie f v euklidovskej rovine budeme nazyvat zhodnostné zobrazenie, ak pre kazdé dva body X,Y € E, aich
obrazy f(X), f(Y) plati

(ZH) | XY| = |[f(X)f(Y)].

Inymi slovami zhodnostné zobrazenia zachovavaju vzdialenosti bodov.

Ak chceme so zhodnostnymi zobrazeniami pracovat ako s afinnymi zobrazeniami v 2-rozmernom euklidovskom

priestore zameranim V,(R), tak musime najskér ukazat, Ze plati nasledujica veta.

Tvrdenie (Afinnost zhodnostného zobrazenia).

Kazdé zhodnostné zobrazenie f : E* — EF je afinné.

Dokaz.
Treba dokazat, 7e zhodnostné zobrazenie f splfia podmienku zachovania kolinearnosti a deliaceho pomeru. Nech
A # B # C # Asu kolinearne body E*, potom z predpokladu vyplyva aj body f(A), f(B),f(C) su navzajom rézne.
Bez ujmy na obecnosti mdZeme predpokladat, Ze pre usporiadanie bodov A, B, C plati u(ABC). Bod B lezi medzi bodmi
A,C.
UkaZeme, Ze body f(A), f(B), f(C) su kolinedrne a zaroven plati (ABC) = (f(A)f(B)f(C)).
o Prvu Cast tvrdenia dokdZzeme sporom. Nech body f(A), f(B), f(C) nie st kolinedrne, potom vytvéraju trojuholnik a
na zaklade trojuholnikovej nerovnosti dostaneme spor.
o Teda body f(A4), f(B), f(C) leZia na jednej priamke. Pre ich usporiadanie mdZu nastat dva pripady, z ktorych iba
pripad, ked bod f(B) lezi medzi bodmi f(A), f(C) vyhovuje podmienkam:
IAC| = |f(A)f(C)|,|BC| = |f(B)(C)|,|AB| = | {(A)f(B)!.

Teda plati (ABC) = (f(A)f(B)f(C)).

Nech E, je euklidovska rovina so suradnicovou sustavou R = {O; €1, €»}. V predchadzajucich kapitoldch sme ukazali, Ze fubovolny

bod X € E, a vektor 4 € (E,) sa da jednozna¢ne vyjadrit ako linedrna kombinacia repéru resp. bazy.

Tvrdenie (Analytické vyjadrenie zhodnostného zobrazenia v rovine).

Zhodnostné zobrazenie f : E, — E, ma maticové analytické vyjadrenie v tvare
89z 111



z' a c z p
()G )G ()
Y b d Y q
kde f*(é1) = (a,b), f*(€2) = (c,d) su obrazy stradnicovych vektorov v asociovanom zobrazeni f* a [p,q] = £(O) je

obraz zadiatku stradnicovej ststavy v afinnom zobrazeni f.

Dokaz.
Nech je vE, afinné zobrazenie f v ktorom sa repér  (O; €}, €,) zobrazi na repér (O; e, E;), pri€om pre suradnice
obrazov plati
£(0) = [p,d
& = f(&1) = (a,0),& = f*(&2) = (c,d).
Lubovolny bod X = [z, y] euklidovskej roviny sa pomocou suradného repéru R = (O; e;, e3) da jednoznacne ako
X =0+ € + yés.

KedZe zobrazenief je linedrne, tak pre obraz X' =[z' ,y’ ] bude
platit

X' =fX=f0)+zf* @ 1)+yf* (€ 2)

odkial' dostadvame

[y ] =[p,q] +a(ab)y(c,d),

¢o predstavuje maticovy zépis (AZH).

Podmienka

Ak A je matica zhodnostného zobrazenia, tak musi platit
A x AT _

kde A7 je transponovana matica k matici A a matica I je jednotkova. Zddvodnenie najdete v praci (Ptackova, 2016).

Matica, ktord spifia tito podmienku, ma tvar
(a2+62 ab+cd)
ab+cd b2+d2)’

kde f*(€1) = (a,b), f*(€2) = (c, d) su obrazy stradnicovych vektorov v asociovanom zobrazeni.
Zvolme d; = cos q, alebo cs = sina, dy = — cos a, aby bola splnena rovnost ac + bd = 0. Ziskame dve rieenia. Jedno riedenie

je:
A= <c?sa fsina> .
sio cos o
Matica A4, je matica typu: <m _n) , kde m,n € R. Matice tohto typu si matice priamych zhodnosti.
n m

Druhym rieSenim je matica typu: (m " ) ,kde m,n € R, ¢o predstavuje maticu nepriamej zhodnosti.
n
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Posunutie

Posunutie 7, v rovine E, je jednoznacne uréené vektorom posunutia @ = (ul,uz).

Z planimetrie vieme, Ze posunutie T, zachovdva rovnobeinost. KedZe posunutie je zhodnostné
zobrazenie, tak zachovava aj dizku Usecky. Z vlastnosti rovnobeinika ABr,(B)r,(A) vieme, Ze jeho
protilahlé strany su zhodné a navzdjom rovnobezné. Teda plati

|AB| = |, (AB)| = |r,(4)7. (B)!.

Preto mdzeme vyslovit nasledujicu vetu.

Tvrdenie (Obraz bodu v posunuti).

Pre obrazy &, €, suradnych vektorov &; = (1,0),€z = (0,1) v lubovolnom posunuti plati

=/ - - . - -
(TAU) €, = Tu(€1) = €1 aéy = 1, (€2) = €.
E,=(1.3)
e, =(0,1)
V=22
O=(120 & =010 £, =22
u=(1,2)
E,=(0.1)
e,=(0,1)
U=(30) 0=0,0)| e =010 | g =(10)
Dodkaz.

Otvorte si dynamicky applet Tu, v ktorom méZete premiestfiovat vektor 4, a menit polohu koncového

ER—
bodu V vektorau = UV'.

, . e AT
Z vlastnosti rovnobeinika (OE, E{0';00' || E|E | ) vyplyva, fe e; = €] ,.. ..

—
Posunutie v rovine E, je afinné zobrazenie uréené vektorom posunutia 4 = O0', kde O' = [p,q],u = (p,q)-
Posunutie je analyticky urc¢ené rovnicou

X' =X+ (1)

Rovnica (1) predstavuje transformacéné rovnice

¥ =xz+0y+p
y =0z+y+gq

V maticovom tvare
z' 1 0 z
()= =)= ()
Yy 0 1 y q
Posunutie v rovine je afinné zobrazenie. Dokazte to.
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Priklad.

V rovine E, je posunutie uréené vektorom u = (1,2). Ur¢ite jeho transformacné rovnice.

Riesenie.
Pozname obraz poéiatku suradnej sdstavy: O’ = [1,2] a dosadenim do vztahu (1) dostaneme rovnice

2 =z+1
Yy =y+2

Uloha.

Vytvorte applet v GeoGebre, ktory bude generovat transformacné rovnice pre posunutie v rovine.
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Osova sumernost

Osova simernost ako afinné zhodnostné zobrazenie.

Z kurzu Planimetria vieme, Ze osova sUmernost je jednoznatne uréend osou sumernosti a dvojicou
odpovedajucich bodov. Ak si zvolime dva rézne body na osi sumernosti, tak osovl sumernost mbzeme
jednoznaéne urcit dvomi samodruznymi bodmi a jednou dvojicou odpovedajucich si bodov. Tato vlastnost neskér

vyhodne vyuzijeme pri hlfadani transformacnych rovnic osovej simernosti.

Osova sumernost - ukazka.

A

Otvorte si dynamicku konstrukciu Tu

A.Na uréenie transformacnych rovnic osovej sumernosti uréenej osou sumernosti
0: ax +by+ c = 0 budeme potrebovat obrazy troch réznych bodov a ich obrazy v danej osovej
sumernosti.

Najvyhodnejsie bude, ak si zvolime dva rozne samodruzné body a nejaky treti bod tak, aby
vsetky tri boli nekolinedrne. Takymi bodmi pri takto danej osi simernosti st napriklad
i. Dva body na osi simernostio : axz +by+c =0, a,b # 0, pre ktoré plati 4 = [0, +la
B = [—,0], pripad ak jeden z koeficientov a, b je rovny nule,sa riesi zvl4st.
bodu
ii. Treti bod nech je pociatok stradnej ststavy O = [0, 0]. Stradnice p, ¢ jeho obrazu O’ = [p, q]
ur¢ime napriklad pomocou bodu X[z, y,]. Tento bod je spoloénym bodom danej priamky

o: ar+by+c = 0akolmice k, : —ax + by = 0. Pre jeho suradnice plati:

—ac —bc
ro — ——: = —_—
0= T o
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o:ax+by+c=0 :__.~"ko:—aw+by:0

Ol

X' - X,

Xolwo, yo)

Xo— X

1 0[0,0]

Obraz pociatku suradnej sustavy v osovej simernosti.
Vektor OO’ je 2— néasobkom vektora OX,. Odkial dostdvame suradnice obrazu poéiatku v

osovej simernosti:

_ —2ac _ —2be
P= o a?+b*

B. Potom dosadime stradnice obrazov O’ = [p,q], A = A" = [0, +,B = B' = [-5,0] do vztahov

X=rA+sB+t0
X' =rA+sB+t0
pricom musi platit

r+s+t=1

Dostaneme maticovl rovnicu v tvare Mj,,..., x M} = My, gpsfor - (POZrite tiez priklad " Tri

Vzorov

body" v kapitole Afinné zobrazenie) a vyuzitim Matrix calculator dostaneme

—c —2ac — —a? +b? —2ab —2ac
e 0 2 = 0 0 2 2 12 2
a a?+b c a?+b a?+b a?+b
0 —c —2bc . 0 _Tb 01l= —2ab a2 —b? —2bc s
b a? +b? a b a2+ a?+b? a2+
11 1 e ¢ 1 0 0 1

odkial uz l'ahko uréime hladané transformacné rovnice.

Tvrdenie (Obraz bodu v osovej simernosti a(0)).

Transformacné rovnice pre osovu simernost urcenu osou sumernosti

o: ar+by+c=0, a,b#0:

z = <_a2—b2)$ _ ( 2ab )y_ 2ac
(05) a2 +b’ a+b’ a2 b’

! 2ab a® —b* ) 2bc
= —— — :E p—
y ( a? +b2) + (az +b V=2 +b

Cvicenie.
Urte analytické vyjadrenie osovej sUmernosti urlenej osou o, ktord je urCenad rovnicou

o: z+2y—2=0.

Riesenie.
Po uréeni 0’ = [%, £] a priesecnikov so stradnymi osami A’ = [0, 1], B' = [2,0] a dostaneme pre maticu

vzorov a maticu obrazov
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2 0 0 1 0 0o 2 3
Mysay = (1 =0 0 [;M 0, | 3 0 OLMy =11 -0 &
1 1 1 %1 -1 1 1 1
odkial
0o 2 4 (1) 1 0 3oL d
1 -0 £ [x : 0 0= 2 s
1 1 1 - -1 1 0 0 1
¢o predstavuje transformacné rovnice pre skiimanu osovu simernost
@ = fro gyt
v ot b

Osova sumernost je oproti ostatnym zhodnym zobrazeniam nieéim vynimoéna. M4 zaujimavi vlastnost,

skladanim osovych simernosti sa daju ziskat vSetky zhodné zobrazenia v rovine.

... Transformaé¢né rovnice - os o

: a'= (3>'+ (—é)w (:>
: \ 0 9 \ 0
- (e (D (9

06 —-08 1.6
M, = —-08 —06 3.2
0 0 1

/ 0:2r+4y—8 =10
N —/m 1\ \

Skladanie osovych sumernosti - applet Tu.

V applete "Skladanie osovych siimernosti" si osi simernosti navzajom kolmé. Preto ich zloZenim bude
stredova simernost so stredom S = 0N ¢. Matica zlozeného zobrazenia M,,, = M, x M, je su¢inom
transformacnej matice osovej simernosti M, a transformacnej matice osovej simernosti M,,.

Ak oznacime suradnice stredu S =onNo ako S = [s1, s5], tak rozdirena matica stredovej simernosti

bude mat tvar

-1 0 p
M,., = 0 -1 gq|,
0 0 1

kde p = 2s,,q = 2s, sU suradnice obrazu podiatku v skimanej stredovej simernosti. V nasledujlcej
kapitole dokdZeme tato vlastnost pomocou skladania posunutia a stredovej simernosti so stredom v
pciatku suradnej sustavy.

PresvedCte sa Ze hodnoty p, ¢ sa nemenia pri zmene polohy osi simernosti za predpokladu, Ze kolmost

je invariantnd vo€i zmene polohy. Nastavte osi simernosti tak, abyo = z Vo = y.
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Stredova simernost

Stredova siimernost pg v rovine E, je jednoznaéne uréené stredom simernosti S.

Konstrukciu obrazu lubovolného bodu X € E,v stredovej simernosti pg mdzeme zhrnut do dvoch krokov:
1. obrazom bodu S je bod S,
2. obrazom bodu X # S je bod X', pre ktory plati, Ze bod S je stredom Usecky XX'.

V predchadzajlcej kapitole sme stredovi sumernost vyjadrili ako zloZené zobrazenie dvoch osovych simernosti,
ktorych osi su na seba kolmé. Stredovd simernost mozeme vyjadrit aj ako zloZzené zobrazenie z:

e posunutia T_, o vektor —0 = (—s1, —83),

* stredovej simernosti ggjo g/,

* posunutia T, o vektor ¥ = (s1, 82).

X [.1'14 .l'g]
X'zlzl] -1 "A\\
«;./” \ <
N “ b ) \)\S[sl.ﬁz]
op,0] ..
S e T X )
\.’,/"'
X[, 23
Posunutie 7_, o vektor o = (—s;, —s3) je urené maticou
1 0 0
-5 1 0
—-s5 0 1
Stredova simernost g je dana maticou
1 0 0
0 -1 0
0 0 -1
Zrejme posunutie T, o vektor ¥ = (81, 82) je uréené maticou
1 0 O
s; 1 0
s 0 1
Stredova simernost ako zloZzené zobrazenie je dané si¢inom matic
1 0 0 1 0 0 1 0 0
s 1 0ol 0 -1 0 Jo | —-s 1 O
sy 0 1 0 0 -1 —sy 0 1
Postupnym prenasobenim dostaneme
1 0 0 1 0 0 1 0 0
st —1 0 ol —s; 1 0] =128 -1 0
S9 0 -1 —sy 0 1 239 0 -1

Tvrdenie (Analytické vyjadrenie stredovej suimernosti).

Pre obraz bodu X = [z,y] v stredovej simernosti pg plati

1 0 0 1 1
(SS) | =125y -1 0 Jo|lxz]|=1|2s8—-=
Y 283 0 -1 y 28y — Y
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Poznamka - k rozsirenym maticiam.

V tejto kapitole sme poufZili ind formu zapisu rozsirenych matic. V tomto zépise sa "pomocny riadok" (1 0 0)
zapisuje ako prvy riadok rozsirenej matice. Operdcie s maticami zostavaju nezmenené. V povodnom oznaceni by

sme predchadzajuce tvrdenie zapisali ako

z' -1 0 2s z —z + 25,
y1l=10 -1 28 |oly]l=|-y+2s
1 0 0 1 1 1
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Otacanie

Definicia (Otacanie).
Nech je dany bod S, uhol « (velkost uhla je nanajvys 360°) a orientécia kladnd (proti smeru hodinovych ruciciek)
resp. zaporna (v smeru hodinovych ruciciek). Zobrazenie, pre ktoré plati:
1. obrazom bodu S je bod S,
2. obrazom bodu X # S je bod X', ktory leZi na kruZnici k(S;SX) a zaroven uhol XSX' je zhodny s uhlom ¢,
pri¢om orientacia je kladng, resp. zaporna, sa nazyva otocenie ,

3.Bod S sa nazyva stred otolenia. Otoéenie so stredom S a uhlom a a kladnou resp. zdpornou orientaciou

budeme oznacovat p. .

Z planimetrie vieme, 7e otac¢anie je zhodnostné zobrazenie, preto zachovéva dizku Gsetky. Otacanie je afinné
zobrazenie uréené stredom otacania a uhlom otacania. Otacanie pg._, so stredom S [0, 0] zobrazuje

bod A [z,y] dobodu A'[ z.cos a —y.sin a , x.cos a+ y.sin « |.

| .

A,<17ﬁ_ﬁ+1)

2722 "2

S — gtred otécania !

Uhol otéania o = 60°

Otvorte si applet Tu.

Tvrdenie (Transformacné rovnice otdc¢ania okolo pociatku).

Analytické vyjadrenie otacania so stredom S [0,0] a uhlom & ma maticovy tvar
z' cosa —sina z

o (5) (e )2 ()
Y sina  cosa Y

kde o # k- 360° je uhol otoCenia a k je celé Cislo.

Dokaz.

Vyuzitim poldrnych stradnic a aplikdciou suctovych vzorcov pre funkcie sinus a kosinus, fahko dokdZzeme toto

tvrdenie. Otvorte si prezentaciu Tu, ktora prezentuje takyto dokaz.

V predchadzajicej kapitole sme stredovd sumernost vyjadrili ako zloZzené zobrazenie z troch zobrazeni, ktorych
transformacné rovnice pozname resp. ktoré sa fahko odvodia. Boli to zobrazenia:

* posunutia T_, o vektor —v = (—s1, —S83),

¢ stredovej simernosti g g

* posunutia T, o vektor ¥ = (s1, 82).

Tato metédu mébézeme pouZit aj pre otacanie. Staéi v danom zloZzenom zobrazeni nahradit stredovd simernost

otacanim so stredom S [sy, s5]. Potom dostaneme
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1 V3
V3 V3 1 M 2 2
22 T2 V3 1
mm— 2 2
\\
5\
\
\ a=120°
\ i
APTTITT TR A3
s /‘/‘ h
./" ,”
. - K
3 T 3 4
" / o
AN L Uhol otAcania o« = 120°
S

1. posunutie 7_, o vektor & = (—s1, —83) uréené maticou

1 0 —81
0 1 —89
0 0 1

2. ot4canie pg,_, so stredom S [0,0] dané maticou
cos(a) —sin(a) 0

sin(a) cos(a) O

0 0 1
3. a posunutie T, o vektor & = (s1, s2) uréené maticou
1 0 &
0 1 s
0 0 1

Otdacanie ako zloZené zobrazenie je dané stcinom matic v danom poradi. Ich postupnym vyndsobenim dostaneme

transformacnu maticu otacania so stredom S [sy, s3]:
cos(a) —sin(a) s; — s;cos(a)+ sysin(a)
sin(a) cos(a) sy — sycos(a) — s sin(a)
0 0 1

Na zadklade vysSie popisanych vlastnosti zloZenych zobrazeni méZeme vyslovit tvrdenie, ktoré popisuje

transformacné rovnice otacania pg,, so stredom S a uhlom o .

Tvrdenie (Transformacné rovnice otd¢ania okolo stredu S sy, s).

Analytické vyjadrenie otacania so stredom S [sy, s3] @ uhlom a ma maticovy tvar

z’ cos(a) —sin(a) s; — s;cos(a) + sqsin(a) z
(ROT) ¥ | = | sin(a) cos(a) sy—sycos(a)—sysin(a) | X | y |,
1 0 0 1 1

kde a # k- 360° je uhol otocenia a k je celé Cislo.

Poznamka.
Niekedy sa vSeobecné transformacéné rovnice otoenia uvadzaju v upravenej podobe:
' = (¢ —s1)cosa— (y— sp)sina+ s;

y = (z—s1)sina+ (y— s2) cosa+ sy

Priklad.

V rovine je otoCenie urené stredom S =[-1;1] a o orientovanym uhlom « = —60°. Urcite jeho

transformacné rovnice a obraz kruznice (z + 2)2 +(y— 2)2 —0.

Riesenie.
Otocenie v rovine so stredom S = [—1;1] a uhloma = —60° ma transformacné rovnice:
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2’ = (z+1)cos(—60") — (y— 1)sin(—60") — 1= 2(a + 1)+ L(y—1)— 1= Lo +
y' = (¢ +1)sin(—60") + (y — 1) cos(—60") + 1 = —g:p +2y+3- g
I. RieSenie pomocou parametrickych rovnic kruznice.
Na uréenie obrazu kruznice (z +2)?+ (y—2)> =9 potrebujeme jej parametrické
vyjadrenie v tvare
x = 3cos(t) —2
y = 3sin(t) + 2,
kde t € [0,27]. Tieto hodnoty dosadime do transformacnych rovnic otd€ania. Podrobnejsi

vypocet, ktory bol spracovany v su€innosti s umelou inteligenciou najdete Tu.

. RieSenie pomocou vlastnosti zhodného zobrazenia:
"Stred danej kruznice (vzoru) sa zobrazi do stredu hladanej kruznice (obrazu) a polomer sa

nezmeni."

Suradnice stredu danej kruZnice su [—2, 2], ktoré dosadime do transformacnych rovnic
=il 1=-ip 8
y = @+D=2 (D) +@-D30) = 3+

Obrazom kruznice je kruZnica a jej rovnica ma tvar:

(e+2-F) +(v-2-F) =0

a=-60°

o [—3+V3 3+V3)
\ X ‘, 5 . 5 )

(4067 +(y—24)*=9

M

&
™ w‘a

Otvorte si interaktivnu konstrukciu Tu.
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\Vzor a obraz

Nech je dané afinné zobrazenie f, v ktorom sa suradny repér zobrazi na repér

R = <OI = h”q};gll = (ayb)aE; = (C’d)>'

() -GG+ ()
y b d Yy q
V tejto kapitole sa budeme zaoberat

1. obrazom bodu v afinnom zobrazeni

2. hlfadanim vzoru k obrazu bodu

3. obrazom priamky v afinnom zobrazeni

4. obrazom lubovolného geometrického utvaru v afinnom zobrazeni

Pozndmky.

Obraz bodu, priamky, geometrického rovinného Utvaru v zhodnostnom afinnom zobrazeni.

1. Obraz [ubovolného bodu A(ay,a,) v afinnom zobrazeni f uréime jednoducho tak, Ze suradnice tohto bodu
dosadime do transformacnych rovnic. Dostaneme rovnosti o) =a-a; +c-as+p; ay =b-a;+d-ay+gq,
pricom &isla a’,a} predstavuju sdradnice bodu A'. Pozri tvrdenie Analytické vyjadrenie zhodnostného
zobrazenia v rovine.

2. N3jst vzor A(ay, ay) k danému obrazu A'(a}, a}) v afinnom zobrazeni f uréime tak, Ze suradnice obrazu bodu
a},al, dosadime do transformalnych rovnic za premenné z/,y'. Dostaneme sustavu dvoch rovnic o
neznamych z, y. RieSenie tejto susatavy predstavuje suradnice hladaného vzoru.

3. Urtit obraz priamky p = AB v afinnom zobrazeni znamend uréit rovnicu priamky p’ = A'B’. To mdzeme
urobit dvoma sposobmi.

= Ak priamka p je urcend dvomi réznymi bodmi A,B, tak suradnice bodov A,B dosadime do
transformacnych rovnic afinného zobrazenia. Vypocétom popisanom v predchadzajucom odseku urcime
suradnice bodov A', B/, ktorymi bude uréend priamka p'. Potom uréime napriklad parametrické rovnice
priamky p’ = A'B'.

= Ak priamka p je urfend rovnicou (napr. vo vieobecnom tvare p:a,z+ b,y +c, = 0; b #0), tak do
transformacnych rovnic z’ = az +cy+p; y = bz +dy+q dosadime za premenné z,y suradnice
vSeobecného bodu P priamky. Tento bod uréime pomocou parametra ¢ v tvare P[t, —%}. (V pripade.
Ze b = 0 zvolime parameter y = t). Po dosadeni dostaneme parametrické rovnice obrazu priamky

2 = at+c(—”"i%) +p Y = bt+d(—“"2%) +q

4.0braz lubovolného utvaru U v afinnom zobrazeni f uréime, Ze ndjdeme suradnice obrazov
charakteristickych bodov daného Utvaru. Z viastnosti zhodnych zobrazeni a z vlastnosti afinnych zobrazeni -
linedrnost a zachovanie deliaceho pomeru vyplyva, Ze obraz Utvaru bude uréeny obrazom charakteristickych
bodov daného ttvaru. Napriklad pre

» Trojuholnik - staci ndjst obrazy jeho vrcholov.

» KruZnicu staéi najst obraz stredu, polomer sa zachova. Pozrite si rieseny priklad v predchadzajicej
kapitole.

= Euklidovské Utvary plati: Ze sU konStruovatelné pomocou pravitka(priamky) a kruzidla(kruZnice). Pre

tieto Utvary vieme najst obrazy tak, Ze "prenesieme" aj euklidovskd konstrukciu Utvaru.
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» Neeuklidovské Gtvary mozno pouzit parametriziciu tychto utvarov. Takto postupoval Pierre de Fermat,
ktory napriklad analyzoval parabolu cez rovnicu y = az?. Tym prepojil parabolu s kvadratickou
rovnicou a skimal jej vlastnosti, ako st symetria, vrchol &i dotykové body s priamkami.

5.V sUcasnosti pri hfadani obraz geometrického Utvaru vyznamne ulahcuje pracu vhodny softvér. Napriklad
GeoGebra ma nastroj "MnoZina bodov", pomocou ktorého fahko ndjdeme obraz rovinného geometrického
utvaru. Tuto metddu sme popisali pri rieSeni obrazu kruZnice v hyperbolickej rotacii (ide o afinné
zobrazenie), ktord md transformaéné rovnice ' = ax;y’ = %y. Na (modrej) kruznici sme si zvolili
pohyblivy bod M a uréili sme jeho obraz M’'. Potom sme aktivovali ndstroj "Mnozina bodov" a klikli sme

najskor na bod M a potom na M'. Program automaticky vykreslil (éervenu) elipsu.

Maticovy sicin A x A :

{20 2 0 /
1| x 1]=(4 0)
[ o, Lo 03)
2 \ o2

Afinné zobrazenie - hyperbolica roticia

Transformaéné rovnice v E,
2’=2z+0y
yY=0z+05y

Applet je dostupny Tu.

Priklad (Obraz bodu).
Dané je afinné zobrazenie obrazom repéra R’ = <O’ = [%ﬁ, #];é"l =(3,- vy & = (£, %)> Urgite
obraz bodov [-1,1],[-1, —1].

Riesenie.

Transformacné rovnice maju tvar

3 1+/3
2 = %:H— §y_ *T\/_
3 3-1

Dosadenim suradnic [—1, 1] dostaneme ...

Otvorte si applet Tu.

Priklad (Hladanie vzoru k obrazu bodu).
Dané je afinné zobrazenie transformacnymi rovnicami

' =3x+y—6.
y=z+y+l
Ktoré body sa zobrazia do bodov [9, 8] a [-6, 1]?

RieSenie
Suradnice bodu [9, 8] dosadime do transformacnych rovnic za premenné z’,y'. RieSenim je dvojica

{z; = 4,2z, = 3}. Otvorte si applet na rieSenie rovnic Tu.
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Priklad (Obraz priamky).
Dané je afinné zobrazenie obrazom repéra R' = (0’ = [-2,2];¢€; = (2,1), €5 = (~1,1)). Ur&ite obraz priamky

2z 4+ 3y+1=0apriamky z = 1.

Riesenie
Analytické riesenie: Transformacné rovnice su

=2z —y—2
Y =z+y+2.

1. Pre priamku 2z + 3y + 1 = 0 ma jej lubovolny bod P sdradnice P|t, — Po dosadeni do transformacnych

22y
rovnic dostaneme sustavu parametrickych rovnic
o =2—(-E2) -2
y =t+(-Z2)+2
Vlysledok: po Uprave na vSeobecny tvar dostaneme rovnicu obrazu priamky: z — 8y + 15 =0
Na syntetické riesenie poutZite applet Tu.
2. KedZe kaidy bod priamky z =1 ma prvi suradnicu rovnu 1, tak stadi hodnotu z =1 dosadit do

transformaénych rovnic a dostaneme rovnice ' = —y, y' = y+ 3. Po dosadeni do druhej rovnice y = —z'

dostaneme rovnicu obrazu priamky z +y — 3 = 0.
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Cvicenie

Vektory a pocitanie s nimi

1. Viyrieste ststavu rovnic s parametrom p € R v obore R a tieZ v obore 72
4z +2y+32=1
2e+y+32=2.
dx+22=p+2
Pozrite si geometricku interpretdciu Tu.

2. Vyrieste sustavu rovnic v obore R

_= o = © ~H O

[e=]
[\
o
=
S B O FH O =
~ 0 QL0 o Q
| | | |
le = Ml’—‘ | ot le Nl’—‘

Pozrite si geometrickl interpretaciu Tu.
3. Zistite, ¢&i mnozina V v8etkych usporiadanych dvojic resp. trojic spolu s dvoma bindrnymi
operaciami (+,-) je vektorovym priestorom nad polom redlnych &isel R, ak
o V={(8rr); rcR}
o V={(1-3rr); r€R},
o V ={(mr,r); r € R,m € N},
o V={(z,y,0); z,y € R},
kde scitanie vektorov je definované ako stcet po zlozkach usporiadanych dvojic a nasobenie
skalarom je nasobenie jednotlivych zloZiek skalarom.
4.S0dané body A = [-1,2], B=[5,1], C = [1, 3]. Ndjdite vektory
— e — —
BA, 3-CA, BC+ BA, 3-AC —2- BC
a zistite ich dlizky. Zadanie Tu.
5. [Mon 1.1.3.] St dané body A4, B. Ur¢te polohu bodu C tak, aby
o vektory AC, CB boli umiestnenim toho istého vektora.
o vektory CA, C'B boli umiestnenim toho istého vektora.
6. V rovine je dany pravidelny 6-uholnik ABCDEF.
— — —
o Kvektorom AB= B—- A, AC = C - A, AD = D — A ndjdite dalsie orientované usecky,
ktoré reprezentuju dané vektory.
Otvorte si model 3estuholnika Tu.
o Urcte kolko viazanych (volnych) vektorov je uréenych vrcholmi pravidel. 6-uholnika
ABCDEF.

7. [Monoszova 1.1.11.] aZz [Monoszova 1.1.17.] Zbierka Gloh z analytickej geometrie. Prva €ast Tu.

Linearna kombinacia vektorov
1. Dany je pravidelny Sestuholnik ABC DEF. Vyjadrite vektory
—> —» — — —
AB=B-A, BC=C-B, CD=D-C, FE=E—-F, DE=E—D
ako linearne kombinacie vektorova = B— A, b = — A.
2.V rovine je dany Sestuholnik, ktorého vrcholy sd uréené vztahmi:
A A+u, A+2u+v, A+2u+2v, A+u+2v, A+wv.

Dokazte, Ze tento Sestuholnik je simerny podla stredu S = 4 + u + v. Zadanie Tu. Rie$enie Tu.
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3. Nech a, b su nekolinearne vektory. Urcte Cislo X tak, aby vektory ¢ = \a + 5b, d = 3a — b boli
kolinearne.
4. Ukazte, Ze vektor (3,5) je linedrnou kombindaciou vektorov (-2, 4), (2,1),ale nie je LK vektorov
(-1,2),(2,—4).
. Vyjadrite vektor (1,3, —1) ako LK vektorov (-1,2,1),(1,0,—1), (1,1, —1).
. Ukazte, Ze vektory (—1,2,-1),(0,1,0),(1,—1,1) su linedrne (ne)zavislé.

. Vyjadrite vektor (1,2, 3) ako linedrnu kombindciu vektorov (1,2, -1); (-2, 1,0); (0, —3,1).

0 N o wu;

. Nech vektory v, vy, , w3 su linedrne nezavislé. Zistite, ¢i vektory

u; =3 -v,uy = 2-v; + vy — U3, U3 = V; — Uy + v SU zavislé alebo nezavislé.

Suradnice vektorov v baze, Dimenzia a baza
1. MnoZina M = ((1,1),(2,3)) je béza vektorového priestoru R%. Urte suradnice vektora 4
vzhladom k tejto bdze, ak poznate jeho suradnice u = (7,12) vzhladom ku kanonickej baze
<2 —(1,0), &5 = (0,1)>. [Hagek 4.2.]
2. Dany je vektorovy priestor W = [(1,0,2),(2,4,1),(1,2,3)] C Z2.
o Zistite, ¢i vektory 4, v so suradnicami v kanonickej baze u = (2,3, 3),v = (1,2,1) patria do
obalu [(1,0,2),(2,4,1),(1,2,3)] v obore Z3.
o Najdite nejakl bazu B priestoru W a urdite jeho dimenziu. Uréte sdradnice vektora 7, ak
(z)1.,. = (3,4,3). Priestor W obsahuje trojice prvkov telesa Z; zvy3kovych tried modulo 5.
3.Nech S = (a(—1,1,2), 3(72, -1,3), ¢(0,2,1)) je baza priestoru V3(R). Néjdite vektor vo V3(R),
ktorého suradnice vzhfadom k baze S su (2,1, —2).

4. [Hasek 4.6.1] az [Hasek 4.6.8] Linearni algebra a geometrie. Dostupné Tu.

Metrické vlastnosti vektorov, Cauchy-Schwarzova nerovnost
1. Vypotitajte velkosti uhlov a diZky stran v trojuholniku ABC, ak:
A=[1,-2], B=[-3,3], C =[1,3]. RieSenie ...
2. Vypocitate uhol vektorov u a v, ak ¢ = (3,1); v = (2,4).
3.Nech A =[1,3],B=[-1,5],u4 = (2,-5),v = (—3,1). Rozhodnite, ¢i napisany objekt je bod alebo
vektor a urcte jeho suradnice.
a)l/2(B—A) -7
b)(B— A) — (A+4)
A+v—4d

4. [Monoszova 2.1.1.] az [Monoszova 2.1.23.] Zbierka uloh z analytickej geometrie. Druha &ast Tu.

Schmidtov ortogonalizacny proces

1. [Monoszova 2.2.1.] aZ [Monoszova 2.3.7.] Zbierka uloh z analytickej geometrie. Druha Cast Tu.

Afinny priestor
1. [Monoszova 1.2.1.a] Riesenie alg. Tu; geom. Tu.
2. [Monoszova 1.2.1.b] RieSenie Tu.
3. [Monoszova 1.2.2.a] Riesenie Tu.
4. [Monoszova 1.2.4 ] RieSenie Tu.
5. [Monoszova 1.2.5.b] Riesenie Tu.

6. [Monoszova 1.2.5.c] Riesenie alg. Tu; geom. Tu.

Linedrna suradnicova ststava

1. RieSte ulohy [Monoszova 1.3.1.] az [Monoszova 1.3.5.].
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2.

3.

4.

5.

Vypoditajte stradnice bodu Q = P+ (2i — ¥) ¢ A* v afinne] stradnicovej ststave
(O;e1,€a,€3,€4),ak P = O+ (—ey + €4/2);% = e3 — /2e4;9 = —3e, + €5 — €3 — 2ey.

V rovine danej bodmi A = [2,1,3], B = [2,4,0],C = [-3,0,4] zvolte afinnd suradnicovu sustavu
(A,B— A,C — A ). Zistite, aké sUradnice ma bod M v (O; ey, es, e3), ak jeho stradnice v
(A,B—A,C — A )sul5,3)).

V rovine je dany trojuholnik AABC a body D, E, F v tomto poradi ako stredy stran BC,C A, AB.
Najdite suradnice vrcholov trojuholnika v afinnej ststave suradnic (F,E — F,D — F).

V rovine je dany pravidelny $estuholnik ABCDEF . Najdite sdradnice vrcholov tohto 6-uholnika v

afinnej stradnicovej sustave (A,B— A,C — A).

Afinny podpriestor

1.
2.

10.

11.

Rieste Ulohy [Monoszova 1.4.1.] az [Monoszova 1.4.18.].

Zistite, ¢i body M = [9,—2,5], N = [4,1, 6] inciduju s podpriestorom (A, 4, ) pre
A=[1,32),4=(2,-1,1),v = (1,—-1,0).

Névod: Bod M leZi v podpriestore prave vtedy, ked jeho stradnice vyhovuji parametrickému vyjadreniu, t. j.:
M = A + rii + sv. NapiSte najskor parametrické rovnice podpriestoru a dosadte suradnice bodu M. [Vrankova,

3L1).

. Dokazte, Ze pre kazdé t,u € R mnozina bodov

,0,1],[3,3,5],[4,1,6], [1 + 2t + 3u, 3t +u, 1 + 4¢ + 5u] priestoru R? je afinne zdvisla. Akd dimenziu
1,0,1],[3,3,5],[4,1,6],[1 + 2t + 3u,3 1+ 4t + 5u] pri R? je ofi l4. Aka d

ma jej afinny obal?

. Uréte asponi jedno parametrické vyjadrenie roviny, ktora prechddza bodom N = [-2,3,0] a

obsahuje priamkup={z =1,y=2+t,z =2 —t}.

. Rieste Ulohy z prace (Tison, 2011) k téme: Linearne podpriestory, parametrické a vieobecné

vyjadrenia.

. Vy3etrite vzagjomnu polohu danej priamky p a roviny a v A*, ak:

pif{r; =1+t29 =2+ 2t,23 =3+ 3¢t,24 =4+ 4¢t}, a: {z1 + 22+ 1= 0,23—24 = 0}. [Vrankova,
4L1].

. Zistite vzajomnu polohu priamky p a roviny a v 4%, ak p : {z=1+4+10t,y =3 —2t,2 = —2+ 3t},

a:{z+2y—22z—11 =0}.

. Zistite vzajomnu polohu priamok

r=-3ty=2+3t,z=1

z=1+5t,y=1+13tz=1+10t

. Urcte afinné zobrazenie f : E, — |, zobrazujlce repér R = <O, e_1>, e_2>>:

= 0=[0,0,e = [1,0,e; = 0,1 do O’ = [1,1], ¢ = [0,1], &) = [1,0].
" 0=100,0],e =[1,0],e5 = [0,1] do O’ = [0,0],‘2_’1> - [71,0],2 =10, 1.
Vo vsetkych pripadoch ur¢te mnozinu samodruznych bodov.
Afinné zobrazenie f : E, — E, je dané transformalnymi rovnicami
2/ =22+ 3y+5,y =4z — 3y — 2. Urte
= do akych bodov sa zobrazia body [0, 0], [5, 2], [-1, 4]
= ako sa zobrazia priamky 2z +3y+5=0,4z —3y—2=0,2z —6y—7=10
= grafickd interpretaciu v GeoGebre a zistite, o je obrazom suradnych osi v rovine,
pouZite model "Repér" Tu
Ndvod: najskor urcte obrazy siradného repéru a potom transformacéné rovnice.
Dané je afinné zobrazenie f: 2/ = 3z +y— 6,y = z +y+ 1. Urcite
= obrazy bodov [0, 3], [1,4], [-1, -1]

= ktoré body sa zobrazia do bodov [-11, 0], [-7, 2] a [1, 6]
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= ako sa zobrazia priamkyz —y+3 =0,z —2y+11 =0

Afinné zobrazenie
1. Urcte afinné zobrazenie, pre ktoré su body priamky a = 2z +y + 1 = 0 samodruZné a bod [0, 0]
sa zobrazi do [-1, -2].
2. Dané je afinné zobrazenie ¢’ = 3z + 4y — 12,y = 4o — 3y + 6. Na priamke p : 7z — 2y — 24 =0
ndjdite bod P, ktorého obraz lezi na tej istej priamke. Pomoc: najskér uréte obraz f: p — p’ a

potom prieseénik P=pNp' . Priamku p’ urcte aj konstrukéne ako GMB.

Rézne ulohy
1. Rieste ulohy z:
2. o Tison, K.: Geometria 1. Materialy pre Studentov na FMFI Bratislava, 2011., dostupné Tu.
o Monoszova, G.: Zbierka uloh z analytickej geometrie, FPV 2008, B. Bystrica. Prva ¢ast Tu.
Druh3 &ast Tu. Vysledky Tu.

3. Rieste Ulohu Monosz_Pr122ab, graficka interpretacia Tu.

RieSené priklady
1. Najdite maticu afinnej transformacie f : E, — Ey , pri€om plati
0 =10,0] > O =[1,1]
e =10 ¢ =(0,1)
e =1[0,1 — Z =(-1,0).
Riesenie.
KedZe mdme obraz repéra, tak mozeme pouzit geometricky model "Obraz repéru" Tu, v ktorom
nastavime odpovedajlce hodnoty pre obraz repéra.
Repér pre dané afinné zobrazenie je O’ = [1,1], Z = (0,-1), :; = (—1,0)}. Transformacné rovnice
budd mat analytické vyjadrenie

= 0z—1-y+1=-y+1
y=—1la+0-y+1=—-a+1
Skumajme, ¢i tato transformacia ma samodruzné body. Ak bod M = [z, y] je samodruzny, tak

musi pre jeho obraz f(M) = M'[z',y/] platit:
=z =.
Po dosadeni do transformacnych rovnic dostaneme
r=—-y+lLy=—xc+1,
¢o je mnoZina bodov = priamka. Neskor ukazeme, Ze transformacia f je zhodné zobrazenie. Preto
priamka samodruznych bodov z + y — 1 = 0 je osou sUmernosti.
Geometricka interpretacia - rieSenie Tu
2.V rovine je posunutie uréené vektorom ¢ = (1, —2). V posunuti sa trojuholnik KLM so
stradnicami K = [1;1], L = [4;3], M = [2;5] zobrazi sa na trojuholnik K’ L' M’ so suradnicami
K' =[2;-1],L' = [5;1], M’ = [3;3].
a) Narysujte obraz K'L’M' v GeoGebre pomocou nastroja Posunutie.
b) N3jdite analytické vyjadrenie tejto zhodnosti.
Ndvod: Pozname obrazy O' = [1;-2],K’ = [2;—1], M’ = [3;3] a ich dosadenim spolu so

suradnicami K = [1;1], M = [2;5] do rovnice
= =G v (; 5)ra -2

dostaneme 4 rovnice 0 4 neznamych
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2=a-1+c-1+1
—1=b-14+d-1-2
3=a-24c-5+1
3=b:24+d-5-2

Riesenie.

Riesenie sustavy v GeoGebre Tu . Pomoc - otvorte si applet Tu.

Cvicenie.

1. Rieste Ulohy zo zbierky Monoszova - €ast 4.3, 4.4. a 4.5.

2. Zistite, ¢ posunutie f roviny E; — E,, f(X) = X' = X + 4 pre pevne zvoleny vektor posunutia 4
je afinné zobrazenie.

3. Urcite obraz trojuholnika KLM, kde K = [3;5], L = [-5;2], M = [1;3] v stredovej sumernosti
uréené analytickym vyjadrenim

(2 oy )=(z y)- <:1 g) +(—4 8).Navod pozriv praci (Ptac¢kova, 2016, str.64),

dostupné Tu.

4. Rieste dalSie ulohy z prace (Ptackova, 2016, od str.65).

5. Je dand osové siimernost osou g, ktora je uréena bodmi @, = [-2;-3], @, = [4;3] a Stvoruholnik
KLMN. Narysujte obraz Stvoruholnika KLMN v GeoGebre pomocou nastroja Osovd
stimernost. Stvoruholnik zvolte tak, aby jeho dve strany pretinali os simernosti. Urcte analytické
vyjadrenie tejto osovej simernosti. Navod analogicky ako v predchadzajlce] tlohe alebo zostrojte

obrazy €;.
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Zaver

Ucebnica ,Afinnd geometria — zobrazenia” predstavuje spojenie klasického matematického poznania s
modernymi edukaénymi nastrojmi. Vdaka analytickému pristupu, podporenému vizualiziciou v prostredi
GeoGebra, ponuka Studentom komplexny pohlad na geometriu nielen ako sustavu pravidiel a vypoctov, ale aj ako
sposob uvaZovania o priestore, pohybe a vztahoch.

Autori veria, Ze integracia digitdlnych nastrojov do tedrie afinnych zobrazeni prispeje k lepSiemu porozumeniu
tejto oblasti, ale aj k rozvoju pedagogickych zru¢nosti buducich ucitelov matematiky. Didakticka reflexia kaZzdého

pojmu i transformdcie je sucastou ich pripravy na vyucovanie v podmienkach 21. storodia.

Afinnd geometria je disciplinou, ktord spaja teoretické poznatky matematiky so Sirokymi moZnostami ich
praktického vyuZitia. V tejto ucebnici sme sa zamerali na kfu¢ové pojmy a principy, ktoré su nevyhnutné na
pochopenie tejto oblasti, od vychodiskovych konceptov vektorovych priestorov a afinnych podpriestorov az po

aplikacie afinnych zobrazeni.

Jednou z hlavnych prednosti afinného pristupu je jeho schopnost univerzilneho pouZitia. Afinné transformacie
najdu uplatnenie v oblasti geometrie, analyzy, fyziky, informatike a dalSich disciplinach, kde je délezZité popisat a
analyzovat geometrické Utvary a ich vzdjomné vztahy. Napriklad v informatike tvoria afinné zobrazenia teoreticky
zaklad pre spracovanie obrazu, pocitadové grafiky a simulacie. Vo fyzike sa tymto zobrazeniam pripisuje délezita
Uloha pri $tudiu mechaniky alebo tedrie relativity.

Déraz, ktory sme kladli na prepojenie tedrie a praktickych aplikacii, odraZza potreby moderného vzdeldvania, ktoré
kombinuje matematickd presnost s kreativitou a schopnostou riesit redlne problémy. Prostrednictvom tejto
uCebnice sme chceli Studentom nielen odovzdat vedomosti, ale aj ich motivovat k hlbsiemu Stidiu a

experimentovaniu.

Na zaver treba zddraznit, Ze afinna geometria je len jednou z klticovych oblasti geometrie. Jej pochopenie otvara
dvere k studiu pokrocilejSich konceptov, ako su projektivna geometria, diferencialna geometria alebo algebraicka
topoldgia. Okrem toho afinnd geometria podporuje rozvoj kritického myslenia a schopnost pracovat s

abstraktnymi modelmi, ¢o je nevyhnutné v mnohych odboroch vedy a techniky.

Verime, Ze tato ucebnica poskytne Studentom pevny teoreticky zaklad a prinosné nastroje pre ich akademicky aj
profesionalny rast. Rovnako dufame, ze bude sliZit ako hodnotny zdroj poznatkov, ktoré studenti zuzitkuji pri
rieseni praktickych tloh a pri svojom dalSom napredovani v studiu matematiky a pribuznych disciplin.

Dakujeme, e ste siahli po tejto uéebnici, a prajeme vela Uspechov vo vasom $tidiu.
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